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Иäентификаöия äинаìи÷еских объектов —
важное направëение теории управëения. За вреìя
еãо развития сëожиëосü ìноãо ìетоäов и поäхоäов
к реøениþ заäа÷ иäентификаöии. Пере÷исëиì
нескоëüко наибоëее распространенных из них.

Метоäы ëинейной реãрессии и наиìенüøих
кваäратов [1], их основной неäостаток закëþ÷а-
ется в тоì, ÷то их приìенение преäпоëаãает ëи-
бо отсутствие внеøнеãо возìущения, ëибо оно
преäставëяет собой беëый øуì. Метоä инстру-
ìентаëüных переìенных [1] äопускает внеøние
возìущения ãоразäо боëее øирокоãо кëасса при
некоторых оãрани÷ениях на свойства вхоäноãо
сиãнаëа. В ранäоìизированных аëãоритìах [2] и
ìетоäе коне÷но-÷астотной иäентификаöии [3]
кëасс внеøних возìущений описывается неизвес-
тныìи оãрани÷енныìи функöияìи.

Указанные ìетоäы ìоãут бытü пассивныìи и
активныìи. При пассивной иäентификаöии ис-
поëüзуется тоëüко инфорìаöия, поëу÷аеìая при
норìаëüной работе объекта, коãäа к неìу не при-
кëаäывается никаких äопоëнитеëüных возäейст-
вий. В ряäе сëу÷аев пассивные ìетоäы не позво-
ëяþт осуществëятü корректнуþ иäентификаöиþ.
В таких сëу÷аях приìеняþт активные ìетоäы и

совìестно с управëяþщиì сиãнаëоì к объекту при-
ëаãаþт äопоëнитеëüный испытатеëüный сиãнаë.

На практике объекты управëения ÷асто обëа-
äаþт запазäываниеì, тоãäа их относят к кëассу
спеöиаëüных объектов и рассìатриваþт заäа÷у
иäентификаöии с у÷етоì запазäывания. На осно-
ве пере÷исëенных ìетоäов иäентификаöии разра-
ботан ряä ìетоäов [4] оöенки параìетров таких
объектов.

Так, наприìер, преäëожен поисковый ìетоä
иäентификаöии запазäывания, соãëасно котороìу
испоëüзуется ìоäеëü объекта с изìеняþщиìся за-
пазäываниеì [5]. Сутü ìетоäа закëþ÷ается в про-
öеäуре оптиìизаöии c öеëüþ ìиниìизаöии раз-
ниöы ìежäу выхоäоì ìоäеëи с ìеняþщиìся за-
пазäываниеì и реаëüноãо объекта. Переäато÷ная
функöия объекта преäпоëаãается известной, вне-
øние возìущения отсутствуþт.

Преäëожен ìетоä иäентификаöии переäато÷-
ной функöии объекта и запазäывания, основан-
ный на фиëüтраöии вхоäных и выхоäных сиãнаëов
объекта с поìощüþ спеöиаëüных интеãраëüных
фиëüтров [6]. Испытатеëüныì сиãнаëоì сëужит
ступен÷атое возäействие. Преäëожены нескоëü-
ко схожих аëãоритìов иäентификаöии в зависи-
ìости от сëожности иäентифиöируеìой ìоäеëи.

Преäëожен поäхоä к опреäеëениþ запазäывания при иäентификаöии параìетров оäно-

ìерных ëинейных объектов. Объект описывается известной (иäентифиöированной) пе-

реäато÷ной функöией, обëаäает неизвестныì запазäываниеì и поäвержен äействиþ не-

известных оãрани÷енных внеøних возìущений. Отìе÷ено, ÷то поäхоä основан на ìетоäе

коне÷но-÷астотной иäентификаöии, в котороì испоëüзуется испытатеëüный сиãнаë

(в виäе поëиãарìони÷еской функöии) äëя опреäеëения коэффиöиентов переäато÷ной

функöии объекта и запазäывания.

Ключевые слова: ÷астотная иäентификаöия, запазäывание, ëинейные систеìы, оãрани÷енное воз-
ìущение.
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Внеøнее возìущение описывается ìоäеëüþ беëо-
ãо øуìа разëи÷ной интенсивности.

В статüе [7] также приìеняется фиëüтраöия
вхоäных и выхоäных сиãнаëов объекта. Резуëüтаты
фиëüтраöии испоëüзуþтся в аëãоритìе иäентифи-
каöии, который преäставëяет собой коìбинаöиþ
ìетоäа наиìенüøих кваäратов и итераöионноãо
ìетоäа инструìентаëüных переìенных. Аëãоритì
позвоëяет провоäитü иäентификаöиþ в присутст-
вии неизвестных оãрани÷енных внеøних возìу-
щений. В работе [8] ìетоä усоверøенствован, ис-
поëüзуþтся испытатеëüные сиãнаëы в виäе сину-
соиä и ступен÷атоãо возäействия.

Заäа÷и иäентификаöии объектов с запазäыва-
ниеì реøаëисü и коне÷но-÷астотныì ìетоäоì.
Приìеняëасü проöеäура фиëüтраöии и испоëüзо-
ваëся поëиãарìони÷еский испытатеëüный сиãнаë.
Заäа÷а аäаптивноãо ПИД-управëения объектоì с
запазäываниеì реøается в работе [9]. Объект опи-
сывается ìоäеëüþ первоãо поряäка, на запазäыва-
ние наëаãаþтся опреäеëенные оãрани÷ения. По-
ëу÷енные резуëüтаты обобщены на произвоëüнуþ
ìоäеëü объекта с запазäываниеì [10]. При этоì
заäа÷и иäентификаöии переäато÷ной функöии
объекта и запазäывания реøаþтся независиìо
äруã от äруãа. В настоящей работе преäëаãается
аëüтернативный поäхоä к иäентификаöии запаз-
äывания. Он также основан на иäее коне÷но-÷ас-
тотной иäентификаöии.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìатривается объект управëения, описывае-
ìый уравнениеì

d
n
y
(n)(t) + ... + d

1
(t) + y(t) =

= k
m
u

(m)(t – τ) + ... + k
0
u(t – τ) + f(t),  m < n, (1)

ãäе y(t) — выхоä объекта, u(t) — сиãнаë управëе-
ния, f(t) — внеøнее возìущение, которое ìожет
бытü преäставëено поëиãарìони÷еской функöией

f(t) = f
i
sin( t + ),

ãäе ÷астоты  и фазы  — неизвестны, а неиз-

вестные аìпëитуäы f
i
 уäовëетворяþт усëовиþ

| f
i
| ≤ f *,

в котороì зна÷ение f * известно.

Объект управëения преäпоëаãается поëностüþ
управëяеìыì и ìиниìаëüно-фазовыì. Коэффи-

öиенты k
i
, i = , d

j
, j = , известны (опре-

äеëяеìые в проöессе иäентификаöии). Запаз-
äывание τ > 0 неизвестно. Преäпоëаãается, ÷то
запазäывание оãрани÷ено сверху известныì зна-
÷ениеì τ* (τ < τ*).

Заäа÷а состоит в нахожäении оöенки запазäы-

вания .

Переäато÷нуþ функöиþ объекта (1) ìожно за-
писатü, испоëüзуя преобразование Лапëаса (s —
еãо сиìвоë при нуëевых на÷аëüных усëовиях):

w
τ
(s) = w(s)e–τs = e

–τs, (2)

ãäе d(s) = d
i
s
i + 1, k(s) = k

j
s
j.

Дëя опреäеëения оöенок коэффиöиентов поëи-
ноìов d(s) и k(s) известны [10] уравнения, в ко-
торые они вхоäят независиìо от запазäывания,

поэтоìу с÷итаеì, ÷то коэффиöиенты , i = ,

, j = , известны.

Дëя поëу÷ения этих уравнений к объекту (1)
прикëаäывается испытатеëüный сиãнаë спеöиаëü-
ноãо виäа:

u(t) = ρ
v
sinω

v
t,  l = m + n + 1. (3)

Еãо параìетраìи сëужат ÷астоты ω
v
 и аìпëиту-

äы ρ
v
, v =  ãарìоник, их выбор описывается в

работе [11].

Ввоäят ÷астотные параìетры

α
v
 = Rew

τ
( jω

v
),  β

v
 = Imw

τ
( jω

v
),  v = , (4)

и

ϕ
v
 = Rew( jω

v
),  ψ

v
 = Imw( jω

v
),  v = . (5)

Оöенки параìетров (4) поëу÷аþт экспериìен-
таëüно с поìощüþ фиëüтров Фурüе виäа:

 = y(t)sinω
v
tdt,

 = y(t)cosω
v
tdt,  v = , (6)

ãäе t
0
 — ìоìент на÷аëа фиëüтраöии, T — äëитеëü-

ностü фиëüтраöии.

y·

i 0=

∞

∑ ωi
f ϕi

f

ωi
f ϕi

f

i 0=

∞

∑

0 m, 0 n,

τ̂

k s( )
d s( )
----------

i 1=

n

∑
j 0=

m

∑

ki
^ 0 m,

dj
^ 0 n,

v 1=

l

∑

1 l,

1 l,

1 l,

αv
^ 2

ρvT
---------

t
0

T t
0

+

∫

βv
^ 2

ρvT
---------

t
0

T t
0

+

∫ 1 l,
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Опреäеëение оöенки запазäывания  с испоëü-
зованиеì резуëüтатов фиëüтраöии (6) на ÷асто-

тах ω
v
, v =  не еäинственное.

Из выражения (2) сëеäует

 = ,  v = .

Из форìуë (4) и (5), о÷евиäно,

cos ω
v
 – j sin ω

v
 =  = .

Запиøеì отäеëüно реаëüнуþ и ìниìуþ ÷асти
этоãо равенства

cos ω
v
 =  и sin ω

v
 = . (7)

Отсþäа сëеäует выражение äëя опреäеëения

оöенки :

(ω
v
, r) = ,

v = ,  r = 0, ±1, ±2, ...,

которое äает не еäинственное реøение äëя кажäой

из ÷астот ω
v
, v = .

Преäëаãается способ опреäеëения оöенки за-
пазäывания, также основанный на испоëüзовании
äопоëнитеëüноãо испытатеëüноãо сиãнаëа, преä-
ставëяþщеãо собой синусоиäу виäа:

u = ρ
q
sin[ω

q
t],  ρ

q
 = const,  ω

q
 = const

äëя t ∈ T
q
, q = 1, 2, 3, ..., (8)

ãäе ρ
q
 и ω

q
 — аìпëитуäы и ÷астоты испытатеëüноãо

сиãнаëа, который приëаãаþтся к объекту посëеäо-
ватеëüно в проöессе иäентификаöии запазäыва-
ния, T

q
 — интерваëы вреìени, на которых буäеì

провоäитü фиëüтраöиþ соãëасно форìуëаì (6),
äëя соответствуþщих ρ

q
 и ω

q
. Опиøеì, как с по-

ìощüþ сиãнаëа (8) ìожно оäнозна÷но найти оöен-
ку запазäывания.

3. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈß

3.1. Èäåÿ ïîäõîäà

Оöенки поëиноìов (s) и (s) известны, äаëее
äëя простоты опустиì сиìвоëы оöенок в обозна-
÷ениях. Дëя некоторой произвоëüной ÷астоты ω

q
 в

выражении (7) поäеëиì оäно равенство на äруãое
и поëу÷иì

tg(τω
q
) =  = b(ω

q
), (9)

ãäе α
q
, β

q
, ϕ

q
, ψ

q
 — зна÷ения оöенок выражений (4)

и (5) äëя jω
q
. Обозна÷иì правуþ ÷астü (9) как b(ω

q
).

Тоãäа, у÷итывая, ÷то зна÷ения α
q
 и β

q
 нахоäятся

экспериìентаëüно с поìощüþ фиëüтров Фурüе, а

ϕ
q
 и ψ

q
 вы÷исëяþтся как , ìожно опреäеëитü

b(ω
q
) äëя ëþбой ÷астоты ω

q
.

Рассìотриì теперü ëевуþ ÷астü выражения (9),
она преäставëяет собой функöиþ tg(τω), у которой
неизвестен параìетр τ. Есëи рассìатриватü ω как
ее арãуìент, то это буäет функöия танãенса, но с
неизвестныì периоäоì, равныì π/τ. Эта функöия
обращается в 0 на ÷астотах ω = πr/τ и претерпевает
разрывы в то÷ках ω = π(2r – 1)/(2τ), r = 0, ±1, ±2, ... 

Заäа÷а состоит в опреäеëении поëупериоäа
функöии tg(τω), испоëüзуя набор ÷астот ω

q
 и зна-

÷ения b(ω
q
), q = 1, 2, 3, ... 

Дëя оäнозна÷ноãо опреäеëения запазäывания
äостато÷но опреäеëитü äве поëожитеëüные ÷асто-
ты ω

L
 и ω

H
, (ω

H
 > ω

L
 > 0), которые явëяþтся «со-

сеäниìи» нуëеì и то÷кой разрыва функöии tg(τω)
(иëи наоборот). Понятие «сосеäний» озна÷ает,
÷то интерваë ÷астот ìежäу ω

L
 и ω

H
 не соäержит

ни оäноãо нуëя и ни оäной то÷ки разрыва функ-
öии tg(τω).

На рис. 1 привеäен ãрафик tg(τω) äëя нескоëü-
ких периоäов и показан приìер äвух «сосеäних»
÷астот ω

L
 и ω

H
.

τ̂

1 l,

e
j τω

v

^ w jωv( )
w

τ
jωv( )

------------------- 1 l,

τ̂ τ̂
w jωv( )
w

τ
jωv( )

-------------------

ϕv jψv+

αv jβv+
--------------------

^ ^

^ ^

τ̂
αvϕv βvψv+

αv
2 βv

2+
------------------------------

^ ^ ^ ^

^ ^
τ̂

αvψv βvϕv–

αv
2 βv

2+
------------------------------

^ ^ ^ ^

^ ^

τ̂

τ̂ 1
ωv

------ arctg
αvψv βvϕv–

αvϕv βvψv+
------------------------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

πr+
^ ^ ^ ^

^ ^ ^ ^

1 l,

1 l,

d
^

k
^

αqψq βqϕq–

αqϕq βqψq+
-------------------------------

k jωq( )
d jωq( )
----------------

Рис. 1. График функции tg(tw)
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Посëе нахожäения этих ÷астот ëеãко вы÷исëитü
оöенку запазäывания как:

τ = , (10)

ãäе Δω = ω
H
 – ω

L
.

Есëи не äеëатü никаких преäпоëожений о за-
пазäывании, то заäа÷а о нахожäении «сосеäних»
÷астот ω

L
 и ω

H
 принöипиаëüно неразреøиìа. За-

пазäывание преäпоëаãается оãрани÷енныì свер-
ху τ*, тоãäа ìожно записатü: τ < τ* ≤ π/2δ, ãäе δ —
выбираеìое ìаëое ÷исëо.

Это преäпоëожение ãарантирует, ÷то интерваë
ìежäу сосеäниìи ÷астотаìи не ìенüøе δ. При
опреäеëении ω

L
 и ω

H
 буäеì также испоëüзоватü δ

в ка÷естве показатеëя то÷ности, с которой необхо-
äиìо опреäеëитü эти ÷астоты, при этоì о÷евиäно,
÷то выпоëняется неравенство

δ < π/2τ. (11)

Аëãоритì поиска ÷астот ω
L
 и ω

H
 основан на тоì,

÷то при перехоäе ÷ерез них функöия tg(τω) ìеняет
свой знак.

3.2. Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ çàïàçäûâàíèÿ

Естественный способ опреäеëения ÷астот ω
L
 и

ω
H
 закëþ÷ается в поиске по ÷астотной сетке с

øаãоì δ.  Дëя такоãо поиска заäаäиìся на÷аëü-
ной ÷астотой ω

0
 (äëя простоты ìожно выбратü

ω
0

= min(ω
v
), v = ), äëя этой ÷астоты зна÷ение

b(ω
0
) известно. Даëее буäеì искатü зна÷ения b(ω

q
)

äëя ÷астот ω
q
 = ω

0
 + qδ, q = 1, 2, 3, ..., äо тех пор,

пока при некотороì зна÷ении q = q* b(ω
q* – 1

) и

b(ω
q*
) не окажутся разных знаков. Тоãäа прибëи-

жениеì äëя ÷астоты ω
L
 буäеì с÷итатü сереäину

этоãо отрезка:  = (ω
q* – 1

 – ω
q*
)/2.

Дëя найäенной ÷астоты  выпоëняется требо-

вание к то÷ности: |  – ω
L
| < δ/2.

Частоту ω
H
 буäеì искатü анаëоãи÷но, приняв в

ка÷естве на÷аëüной ÷астоту ω
q*
, посëе ÷еãо опре-

äеëиì запазäывание соãëасно форìуëе (10).
Оäнако при ìаëых δ такой способ опреäеëе-

ния ω
L
 и ω

H
 ìожет бытü не эффективен (при

небоëüøих запазäываниях зна÷ение π/(2τ) ìожет
бытü боëüøиì, и äëя поиска искоìых ÷астот ìо-
жет потребоватüся фиëüтраöия на боëüøоì наборе
÷астот, ÷то существенно увеëи÷ит äëитеëüностü
иäентификаöии).

Покажеì, ÷то ìожно существенно сократитü
÷исëо ÷астот, на которых необхоäиìо вы÷исëятü

b(ω), есëи при поиске ÷астот ω
L
 и ω

H
 испоëüзоватü

переìенный øаã.

Утверждение 1. Дана периодическая функция
b(ω) с периодом T такая, что для произвольного пе-
риода с начальной частотой ω* выполняются нера-
венства:

b(ω) < 0,  ω ∈ (ω*, ω* + T/2) = T –,

b(ω) ≥ 0,  ω ∈ [ω* + T/2, ω* + T ) = T +. (12)

Пусть задан интервал [ω
0
, ω

0
 + δ], для которого

выполняется неравенство (11), имеющее вид δ < T/2,
тогда, если выполняется условие

ω* ≤ ω
0
 < ω

0
 + δ ≤ ω* + T/2, (13)

то существует натуральное q* такое, что

ω* < ω
0
 + 2q* – 1δ ≤ ω* + T/2,

ω* + T/2 < ω
0
 + 2q*δ ≤ ω* + T. ♦ (14)

Иныìи сëоваìи, в какой-то ìоìент правая
ãраниöа кратно увеëи÷иваþщеãося интерваëа

[ω
0
, ω

0
 + 2qδ] попаäет в интерваë T +. Частота ω*

ìожет бытü выбрана произвоëüно, тоëüко ÷тобы
выпоëняëосü усëовие (13).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Рассìотриì произвоëüный пе-
риоä [ω*, ω* + T ] функöии b(ω). Приìеì, ÷то äëя ин-
терваëа [ω

0
, ω

0
 + δ] выпоëнено усëовие (13).

Буäеì увеëи÷иватü øирину интерваëа как 2
q
δ, q = 1,

2, 3, ... Дëя q = 1 поëу÷иì интерваë [ω
0
, ω

0
 + 2δ], найäеì

зна÷ение на правой ãраниöе интерваëа b(ω
0
 + 2δ). Воз-

ìожны äва сëу÷ая: b(ω
0
 + 2δ) > 0, это зна÷ит, ÷то 2δ > T/2

и усëовия утвержäения (14) выпоëнены. Это справеäëи-
во, так как есëи δ < T/2, то 2δ < T, и тоãäа T/2 < 2δ ≤ T,
÷то озна÷ает выпоëнение неравенства ω* + T/2 < ω

0
 +

+ 2δ ≤ ω* + T.

В äруãоì сëу÷ае b(ω
0
 + 2δ) < 0, ÷то зна÷ит 2δ < T/2,

при этоì  ω* < ω
0
 + 2δ ≤ ω* + T/2.  В  такоì сëу÷ае бу-

äеì проäоëжатü увеëи÷иватü q, пока не выпоëнится

b(ω
0
 + 2

q
δ) > 0, тоãäа это и естü q*, äëя котороãо выпоë-

няется усëовие (14). ♦

На рис. 2 привеäен ãрафик b(ω) на оäноì пери-
оäе (ω*, ω* + T ) и обозна÷ены ÷астоты, ãрафи÷ески
поясняþщие сутü утвержäения 1. Изображенной
на рисунке ситуаöии соответствует выпоëнение
неравенства ω

0
 + 8δ < ω* + T/2 < ω

0
 + 16δ < ω* + T,

которое уäовëетворяет усëовияì (14) äëя q* = 4.

Утверждение 2. Пусть дана периодическая фун-
кция b(ω) с периодом T, для которой выполняются
неравенства (12) и задан интервал [ω

0
, ω

0
 + δ], для

которого выполняется неравенство (11). Тогда, если

π
2Δω
-----------

1 l,

ωL
^

ωL
^

ωL
^
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выполняется условие ω* + T/2 ≤ ω
0
 < ω

0
 + δ ≤ ω* + T,

то существует натуральное q* такое, что

ω* + T/2 < ω
0
 + 2q* – 1δ ≤ ω* + T,

ω* + T < ω
0
 + 2q*δ ≤ ω* + 3T/2. ♦ (15)

Это утвержäение озна÷ает, ÷то в какой-то ìо-
ìент правая ãраниöа кратно увеëи÷иваþщеãося

интерваëа [ω
0
, ω

0
 + 2qδ], ëежащеãо в интерваëе T +

периоäа (ω*, ω* + T ), попаäет в интерваë T – пе-
риоäа (ω* + T, ω* + 2T ) иëи, ÷то анаëоãи÷но, за-
хватит то÷ку ω* + T. Утвержäение äоказывается
анаëоãи÷но утвержäениþ 1.

Замечание. Сëеäствие утвержäений 1 и 2 со-
стоит в тоì, ÷то b(ω

q* – 1
) и b(ω

q*
) иìеþт разные

знаки. ♦
Опиøеì аëãоритì поиска ÷астот ω

L
 и ω

H
 с пе-

реìенныì øаãоì. Дëя b(ω) = tg(τω) выпоëняется
усëовие (12). Тоãäа утвержäение 1 испоëüзуется
äëя поиска нуëя функöии b(ω), а утвержäение 2 —
äëя поиска ãраниöы периоäа b(ω) (÷астоты, на ко-
торой tg(τω) претерпевает разрыв).

Как и при поиске с постоянныì øаãоì, заäа-

äиìся на÷аëüной ÷астотой ω
0
 = min(ω

v
), v = ,

äëя которой известно зна÷ение b(ω
0
). Найäеì b(ω

1
)

äëя ω
1
 = ω

0
 + δ, есëи b(ω

0
) и b(ω

1
) оäноãо знака,

то иìеется интерваë, уäовëетворяþщий усëовияì

(14) иëи (15) (в противноì сëу÷ае  — сереäина

интерваëа [ω
0
, ω

1
]). Буäеì вести поиск ω

L
 с пере-

ìенныì øаãоì, выбирая ÷астоты äëя опреäеëения

b(ω
q
) как ω

q
 = ω

0
 + 2q*δ, q = 0, 1, 2, ..., Тоãäа, со-

ãëасно заìе÷аниþ к утвержäенияì 1 и 2, при не-
котороì q = q* поëу÷иì b(ω

q* – 1
) и b(ω

q*
) — разных

знаков, и искоìая ÷астота ω
L
 ëежит внутри интер-

ваëа [ω
q* – 1

, ω
q*
]. Оäнако при q* > 1 øирина этоãо

интерваëа

Δ = 2q* – 1δ > δ, (16)

необхоäиìо уìенüøитü ее äо δ. Дëя этоãо воспоëü-
зуеìся вариантоì ìетоäа äихотоìии.

Рассìотриì уìенüøаþщийся интерваë виäа

[ω
q
, ω

q
 + 2q* – 1 – qδ], q = , ãäе ω

q
 выбираþтся

как

ω
q
 = 

ω
0
 = ω

q* – 1
,  q = ,

тоãäа посëеäний интерваë и буäет искоìыì интер-
ваëоì øириной δ.

Иныìи сëоваìи, на кажäой итераöии ìетоäа

äихотоìии q иìеется интерваë øириной 2q* – q.
Пустü ω

M
 — сереäина такоãо интерваëа, опреäеëиì

знак b(ω
M
) и сäвинеì ãраниöу интерваëа, совпа-

äаþщуþ по знаку с b(ω
M
), äо ÷астоты ω

M
. Пов-

ториì эти операöии на кажäой итераöии впëотü
äо q = q* – 1, при которой поëу÷иì интерваë øи-

риной δ, сереäина котороãо и естü .

Рис. 3 иëëþстрирует поиск ÷астоты . Най-

äенный интерваë [ω
0
 + 8δ, ω

0
 + 16δ] (сì. рис. 2)

переобозна÷иì как [ω
0
, ω

0
 + 8δ]. Показано, как ìе-

тоäоì äихотоìии øирина этоãо интерваëа сокра-
щается с 8δ äо δ.

Посëе опреäеëения ÷астоты ω
L
 необхоäиìо

найти ÷астоту ω
H

. Поиск буäеì вести анаëоãи÷но,

Рис. 2. График функции b(w) на периоде (w*, w* + T ) 

1 l,

ωL
^

1 q* 1–,

ωq 1– есëи b ωq 1–( )b ωq 1– 2
q* 1– q– δ+( ), 0,<

ωq 1– 2
q* 1– q– δ,+

есëи b ωq 1–( )b ωq 1– 2
q* 1– q– δ+( ) 0,>⎩

⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

1 q* 1–,

Рис. 3. Пояснение метода дихотомии при определении w
L

ωL
^

ωL
^
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но еãо ìожно неìноãо ускоритü, испоëüзуя резуëü-
таты поиска ÷астоты ω

L
.

Тоãäа при поиске ω
H
 приìеì ω

0
 = ω

q* – 1
, ãäе

|  – ω
q* – 1

| < δ < π/2τ (т. е. ω
q* 

— правая ãраниöа

интерваëа, поëу÷енноãо на посëеäней итераöии

при поиске  ìетоäоì äихотоìии), а на÷аëüный

øаã äëя поиска Δ < π/(2τ) из форìуëы (16). Это
справеäëиво, так как äëя найäенноãо зна÷ения ω

L

выпоëняþтся неравенства (14) иëи (15). Посëе

нахожäения ÷астоты , воспоëüзовавøисü фор-

ìуëой (10), вы÷исëиì оöенку запазäывания как

= .

Такой аëãоритì схоäится за коне÷ное ÷исëо
øаãов, зависящее от ω

0
, δ и истинноãо зна÷ения τ.

Даже в сëу÷ае наихуäøеãо выбора ω
0
 это ÷исëо не

превысит

N = 3log
2

.

При этоì то÷ностü найäенной оöенки запазäы-
вания

|  – τ| ≤ .

3.3. Âûáîð ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà, ñõîäèìîñòü

Описанный аëãоритì иäентификаöии запазäы-
вания требует выбора нескоëüких параìетров: δ,
ω

0
, ρ

q
, q = 1, 2, 3, ... Рассìотриì, как их выбор вëи-

яет на то÷ностü и äëитеëüностü иäентификаöии.
Выбор ÷исëа δ вëияет как на то÷ностü, так и на

äëитеëüностü иäентификаöии. При δ → 0 то÷-
ностü иäентификаöии растет, но при этоì увеëи-
÷ивается и ее äëитеëüностü, так как требуется
опреäеëение зна÷ений b(ω) на боëüøоì ÷исëе
÷астот. Также ÷исëо δ связано с заäанной верхней
ãраниöей запазäывания (о÷евиäно, ÷то нужно вы-
биратü δ < 2π/τ*).

Выбор зна÷ения ω
0
 ìожет бытü произвоëüныì,

но он вëияет на äëитеëüностü иäентификаöии.
В зависиìости от распоëожения ω

0
 по отноøениþ

к бëижайøеìу нуëþ иëи то÷ке разрыва функöии
b(ω) äëитеëüностü ìожет увеëи÷иватüся иëи уìенü-
øатüся. Оäнако конструктивно испоëüзоватü этот
факт ìожно тоëüко, обëаäая äопоëнитеëüной ин-
форìаöией об объекте, наприìер, зная оöенку за-
пазäывания снизу.

Выбор аìпëитуä ρ
q
, q = 1, 2, 3, ... сиãнаëа (8)

вëияет на то÷ностü иäентификаöии. Буäеì выби-

ратü ρ
q
 такиìи, ÷тобы вкëаä испытатеëüноãо сиã-

наëа (8) в выхоä объекта (1) оставаëся постоян-
ныì äëя всех q = 1, 2, 3, ... Запиøеì это требова-
ние в виäе:

ρ
q
|w(ω

q
)| = const = ρ

Y
,  q = 1, 2, 3, ...,

ãäе ρ
Y
 — заäанное поëожитеëüное ÷исëо, равное

вкëаäу испытатеëüноãо сиãнаëа в выхоä объекта.
Отсþäа ëеãко поëу÷итü выражение äëя опреäеëе-
ния ρ

q
:

ρ
q
 = ,  q = 1, 2, 3, ... .

Константу ρ
Y
 ìожно выбиратü нескоëüкиìи

путяìи. При этоì разуìно у÷итыватü свойства
конкретноãо объекта. Наприìер, есëи провоäи-
ëасü иäентификаöия переäато÷ной функöии объ-
екта с испоëüзованиеì испытатеëüноãо сиãнаëа
(3), который настраиваëся в соответствии с рабо-
той [11], то ìожно воспоëüзоватüся еãо параìетра-

ìи. При ω
0
 = min(ω

v
), v = ,

ρ
Y
 = ρ

v
|w(ω

v
)|, (17)

ãäе ρ
v
 и ω

v
, v =  — параìетры испытатеëüноãо

сиãнаëа (3).

Есëи известна ãраниöа внеøнеãо возìущения f *,
то ρ

Y
 ìожно выбиратü как ρ

Y
 = η f *, ãäе η < 1 — äо-

стато÷но ìаëое ÷исëо.

На практике в аëãоритìе иäентификаöии ис-
поëüзуþтся не то÷ные зна÷ения периоäи÷еской
функöии tg(τω), а их прибëижения b(ω) из форìу-
ëы (9), поэтоìу то÷ностü иäентификаöии запазäы-
вания неявно зависит от ка÷ества опреäеëения
÷астотных параìетров (4) и (5), т. е. от бëизости
опреäеëяеìых экспериìентаëüно оöенок ÷астот-
ных параìетров к истинныì зна÷енияì, т. е.:

 → α
q
 и  → β

q
 äëя ω

q
 при T

q
 → ∞. (18)

Такая схоäиìостü äоказана в статüе [10]. Усëо-
виеì выпоëнения соотноøений (18) явëяется от-
сутствие (иëи ìаëая аìпëитуäа) ÷астот сиãнаëов
(3) и (8) в спектре внеøнеãо возìущения:

 ≠ [ω
v
, ω

q
],  i = , v = ,  q = 1, 2, 3, ...

Аëãоритì выбора ÷астот испытатеëüноãо сиã-
наëа, позвоëяþщий обеспе÷итü это неравенство,
описан в работе [11].

ωL
^

ωL
^

ωH
^

τ̂ π

2 ωH ωL–( )
-----------------------------

^ ^

π
τδ
-----

τ̂ πδ

ωH ωL–( )2 δ2–
---------------------------------------

^ ^

ρY

w ωq( )
------------------

1 l,

v 1=

l

∑

1 l,

αq
^ βq

^

ωi
f

1 ∞, 1 l,
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4. ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì объект (1) виäа

0,7 (t) + 0,8 (t) + 1y(t) = 0,4 (t – 3) + 1u(t – 3) + f(t),

äëя котороãо k(s) = 0,4s + 1, d(s) = 0,7s + 0,8s + 1, τ = 3.

Внеøнее возìущение f(t) = 2sign[sin(5t)].

Провеäеì иäентификаöиþ коэффиöиентов еãо пере-
äато÷ной функöии, воспоëüзовавøисü ìетоäоì, опи-
санныì в статüе [10]. Испытатеëüный сиãнаë (3) äëя
иäентификаöии коэффиöиентов поëиноìов k(s) и d(s):

u(t) = 0,05sin(0,707t) + 0,075sin(1,41t) +
+ 0,1sin(2,12t) + 0,15sin(2,83t). (19)

Отìетиì, ÷то ÷астота такоãо внеøнеãо возìущения
ω
f
 = 5 ëежит äаëеко от ÷астот испытатеëüноãо сиãнаëа и,

сëеäоватеëüно, выпоëнено усëовие äëя схоäиìости оöе-
нок ÷астотных параìетров (4) к истинныì зна÷енияì
соãëасно соотноøенияì (18).

В резуëüтате иäентификаöии поëу÷ены оöенки по-
ëиноìов:

(s) = 0,28s + 1,07  и  (s) = 0,63s
2
 + 0,83s + 1.

Дëитеëüностü этоãо этапа иäентификаöии составиëа
177,58 с.

Дëя опреäеëения запазäывания заäаäиì параìетры
аëãоритìа: стартовая ÷астота ω

0
 = 0,707 — это наи-

ìенüøая ÷астота испытатеëüноãо сиãнаëа (19), то÷ностü
выбрана δ = 0,01 (при этоì соответствуþщая верхняя
ãраниöа запазäывания π/(2δ) = 157 боëüøе истинноãо
зна÷ения запазäывания, и ìетоä приìениì). Зна÷ение
ρ
Y
 = 0,22 выбрано соãëасно форìуëе (17).

Всеãо в проöессе иäентификаöии быëо 19 итераöий
(стоëüко раз ìеняëисü параìетры сиãнаëа (8)). Дëи-
теëüностü иäентификаöии запазäывания составиëа
687,24 с. В резуëüтате иäентификаöии поëу÷ены ÷асто-

ты:  = 1,063 и  = 1,58, соãëасно форìуëе (10) по-

ëу÷иì τ = 3,02.

Окон÷атеëüно иäентифиöированный объект иìеет
виä:

0,63 (t) + 0,83 (t) + 1y(t) = 0,28 (t – 3,02) +

+ 1,07u(t – 3,02) + f(t).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен ìетоä иäентификаöии запазäыва-
ния äëя ëинейных оäноìерных объектов с запаз-
äываниеì. Рассìатриваеìый объект поäвержен
äействиþ неизвестноãо оãрани÷енноãо внеøнеãо
возìущения, коэффиöиенты еãо переäато÷ной
функöии с÷итаþтся известныìи иëи ищутся из-
вестныì способоì. Иäентификаöия запазäывания
основана на коне÷но-÷астотноì ìетоäе: испоëüзу-

ется испытатеëüный сиãнаë в виäе синусоиäы, у
которой в проöессе иäентификаöии ìеняþтся аì-
пëитуäа и ÷астота, ищутся ÷астотные параìетры
объекта, которые испоëüзуþтся äëя опреäеëения
запазäывания. Иäентификаöия преäставëяет со-
бой итераöионный поиск äвух характерных ÷астот,
которые позвоëяþт найти оöенку запазäывания.
Аëãоритì опреäеëения запазäывания схоäится за
коне÷ное ÷исëо øаãов, и äëя неãо äана оöенка поã-
реøности поëу÷енноãо зна÷ения запазäывания.
Даëüнейøиì направëениеì иссëеäований ìожет
бытü обобщение поäхоäа на ìноãоìерный сëу÷ай,
повыøение то÷ности поëу÷енной оöенки запазäы-
вания и сокращение ÷исëа øаãов аëãоритìа (äëи-
теëüности иäентификаöии).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Льюнг Л. Иäентификаöия систеì. Теория äëя поëüзовате-
ëя. — М.: Наука, 1991.

2. Граничин О.Н., Поляк Б.Т. Ранäоìизированные аëãоритìы
оöенивания и оптиìизаöии при по÷ти произвоëüных по-
ìехах. — М.: Наука, 2003.

3. Alexandrov A. Finite-frequency method of identification //
Proc. of 10 IFAC Sympos. Syst. Identification / Preprints. —
Copengagen, Denmark, 1994. — Vol. 2. — P. 523—527.

4. Bjorklund S., Ljung L. A review of time-delay estimation tech-
niques // Proc. of 42nd IEEE Conf. Decision and Control. —
Hawaii, USA, 2003.

5. Herrera J., Ibeas A., Alcántara S., M. de la Sen, Serna-
Garcés S.I. Identification and control of delayed SISO systems
through pattern search methods // Journal of the Franklin In-
stitute. — 2013. — Vol. 350, iss. 10. — P. 3128—3148.

6. Tao Liu, Furong Gao A frequency domain step response iden-
tification method for continuous-time processes with time de-
lay // Journal of Process Control. — 2010. — Vol. 20, iss. 7. —
P. 800—809.

7. Ahmed S., Huang B., Shah S. Parameter and delay estimation
of continuous-time models using a linear filter // Journal of
Process Control. — 2006. — Vol. 16, iss. 4. — P. 323—331.

8. Ahmed S., Huang B., Shah S. Process identification from sinu-
soidal test data by estimating step responce // Preprints IFAC
Sympos. Syst. Identificat. — Saint-Malo, France, 2009. —
P. 396—401.

9. Александров А.Г. Аäаптивное управëение объектоì с запаз-
äываниеì // Тр. IX ìежäунар. Четаевской конференöии
«Анаëити÷еская ìеханика, устой÷ивостü и управëение
äвижениеì». — Иркутск, 2007. — Т. 3. — С. 6—13.

10. Александров А.Г., Орлов Ю.Ф., Паленов М.В. Коне÷но-÷ас-
тотная иäентификаöия объектов с запазäываниеì // Авто-
ìатика и теëеìеханика. — 2014. — № 2. — С. 5—15.

11. Alexandrov A. G. Finite-frequency identification: self-tuning of
test signal // Proc. of 16 World Congress IFAC. Preprints. —
Prague, Czech Republic, 2005. — P. 295—301.

Статья представлена к публикации членом редколлегии

С.А. Красновой.

Шатов Дмитрий Владимирович — ìë. нау÷. сотруäник,

Институт пробëеì управëения иì. В.А. Трапезникова РАН,

ã. Москва, � dvshatov@gmail.com.

y·· y· u·

k
^

d
^

ω
L

^ ω
H

^

y·· y· u·

pb0415.fm  Page 8  Tuesday, July 7, 2015  3:24 PM




