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Пробëеìа обеспе÷ения робастных свойств ìно-
ãоìерных систеì с реãуëятораìи по выхоäу в сов-
реìенной теории автоìати÷ескоãо управëения иã-
рает существеннуþ роëü [1—4]. В этой связи, о÷е-
виäна необхоäиìостü построитü реãуëятор так,
÷тобы он, с оäной стороны, обеспе÷иваë робаст-
нуþ устой÷ивостü заìкнутой систеìы при заäан-
ных откëонениях физи÷еских параìетров объекта
от рас÷етных (ноìинаëüных), а с äруãой, ãаран-
тироваë бы заäанные среäние кваäраты оøибок
реãуëирования при äействии поëиãарìони÷еских
внеøних возìущений (с неизвестныìи аìпëиту-
äаìи и ÷астотаìи), оãрани÷енных по ìощности.
Настоящая работа выпоëнена в русëе ÷астотно-

ãо поäхоäа к синтезу робастных реãуëяторов ìно-
ãоìерных систеì, развитоãо в работах [5—11]. Ре-
øение заäа÷и опирается на «технику разìыкания»
систеìы «объект — реãуëятор» по варüируеìыì
параìетраì объекта [5, 9]. При этоì реãуëятор
обеспе÷ивает заäанные ãраниöы изìенения коэф-
фиöиентов усиëения в искусственно созäанных
канаëах, в которых присутствуþт варüируеìые
параìетры объекта (преäставëенные их ноìина-
ëаìи). Заìетиì, ÷то траäиöионно в теории авто-
ìати÷ескоãо управëения в ка÷естве то÷ек разìы-
кания заìкнутой систеìы испоëüзуþт обы÷но
физи÷еский вхоä иëи выхоä объекта управëения
[6, 7]. Эта заäа÷а (обеспе÷ение заäанных ãраниö
коэффиöиентов усиëения в äанных контурах), как

и в работах [5, 10, 11], своäится к станäартной за-
äа÷е Н∞-оптиìизаöии. Дëя обеспе÷ения заäанной
то÷ности в эту Н∞-заäа÷у äобавëяется вектор фи-
зи÷еских реãуëируеìых переìенных объекта с ве-
совыìи коэффиöиентаìи, äëя которых поëу÷ены
строãие анаëити÷еские выражения. В отëи÷ие от
работ [5—11] зäесü рассìатривается ãоразäо боëее
øирокий кëасс внеøних возìущений, а äопуски
на откëонения физи÷еских параìетров от ноìи-
наëüных обеспе÷иваþтся с поìощüþ äруãоãо ÷ас-
тотноãо усëовия, позвоëяþщеãо зна÷итеëüно уëу÷-
øитü их нижнþþ ãраниöу. Настоящая работа
объеäиняет поäхоäы к синтезу, преäставëенные в
äокëаäах авторов [12, 13].

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü объект управëения, описывается уравне-
нияìи в физи÷еских переìенных [14]:

L1(p)z0(t) = L2(p)u(t) + L3(p)f(t), y(t) = Nz0(t), (1)

ãäе z0 — n0-ìерный вектор физи÷еских переìенных
объекта (скоростü, ускорение, ток, напряжение, пе-
реìещение, уãоë поворота и äр.); u — m-ìерный
вектор управëяþщих возäействий; y — m2-ìерный
вектор изìеряеìых (и оäновреìенно реãуëируе-
ìых) переìенных объекта; f — m3-ìерный вектор
неизìеряеìых внеøних возìущений; N — извест-
ная ÷исëовая ìатриöа разìероì m2Ѕn0; L1(p), L2(p),
L3(p) — поëиноìиаëüные ìатриöы разìеров соот-
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ветственно n0Ѕn0, n0Ѕm, n0Ѕm3 оператора äиффе-
ренöирования p = d/dt:

L1(p) = pi,  L2(p) = p j,

L3(p) = pk,

ãäе , ,  — известные вещественные ìат-

риöы соответствуþщих разìеров, α2, α3 < α1.
Буäеì поëаãатü, ÷то объект (1) стабиëизируеì

и äетектируеì, а еãо уравнения преäставëяþт со-
бой исхоäное, наиìенее преобразованное описа-
ние, поëу÷енное на основе фунäаìентаëüных фи-
зи÷еских законов ìеханики и эëектроäинаìики.

Эëеìенты ìатриö , i = , , j = ,

äаëее буäеì называтü физи÷ескиìи параìетраìи
объекта управëения. Пустü n физи÷еских пара-
ìетров объекта с ноìинаëüныìи зна÷енияìи λ1,
λ2, ..., λn ìоãут приниìатü зна÷ения из заäанных
интерваëов

λi + Δλi ∈ ( , ),  i = , (2)

ãäе Δλi — откëонение параìетра от ноìинаëüноãо,

,  — известные ãраниöы.
Коìпоненты вектора внеøних возìущений f —

поëиãарìони÷еские функöии виäа:

fi(t) = fi0 + wiksin(ωkt + ψik),  i = . (3)

Зäесü fi0 — неизвестная постоянная составëяþ-
щая, а аìпëитуäы wik, на÷аëüные фазы Ψik, а также
÷астоты ωk, i = 1, ..., m3, ãарìоник неизвестны.
Чисëо ãарìоник не оãрани÷ено.
Буäеì поëаãатü, ÷то среäние кваäраты (ìощ-

ности) ëþбой коìпоненты внеøнеãо возìущения
поä÷инены усëовиþ:

〈 〉 = (t)dt = ( fi0)
2 +  ≤ ,

i = , (4)

ãäе , i =  — заäанные ÷исëа.

Опреäеëиì среäние кваäраты реãуëируеìых пе-
реìенныx соотноøенияìи [15]:

〈 〉 = (t)dt > 0,  i = .

Буäеì ãоворитü, ÷то требования к то÷ности вы-
поëнены, есëи выпоëняþтся неравенства:

〈 〉 ≤ ( )2,  i = , (5)

ãäе  > 0, i =  — заäанные ÷исëа.

Оäнако ясно, ÷то такоãо реãуëятора ìожет не
существоватü. Поэтоìу опреäеëиì среäнекваäра-
ти÷ный раäиус установивøеãося состояния заìк-
нутой систеìы по реãуëируеìыì переìенныì со-
отноøениеì (зäесü в отëи÷ие от работы [15] не
у÷итываþтся ìощности управëений):

〈 〉 = , (6)

на который и буäеì накëаäыватü оãрани÷ения.
Задача 1. Построитü стабиëизируþщий реãуëя-

тор по выхоäу
u = K(p)y, (7)

такой, ÷тобы, с оäной стороны, при заäанных ко-
не÷ных откëонениях параìетров λ1, λ2, ..., λn от
рас÷етных (2) заìкнутая систеìа (1), (7) сохраняëа
асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü, а с äруãой, выпоë-
няëосü усëовие

〈 〉 ≤ γ2, (8)

ãäе γ — заäанное иëи ìиниìизируеìое ÷исëо,
K(p) — искоìая правиëüная переäато÷ная ìатриöа
äробно-раöионаëüных функöий оператора р раз-
ìера mЅm2. ♦

О÷евиäно, ÷то есëи ÷исëо γ в резуëüтате синтеза
поëу÷иëосü ìенüøе иëи равно еäиниöе, то требо-
вания к то÷ности (5) завеäоìо выпоëнены.

2. ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÀß (W, L, K )-ÔÎÐÌÀ

Дëя реøения поставëенной заäа÷и преäставиì
уравнения заìкнутой систеìы (1), (7) в канони-
÷еской (W, Λ, K)-форìе [5, 10, 11] с у÷етоì внеø-
неãо возìущения f. Эти уравнения иìеþт виä:

(9)

ãäе Wij(s), i = 1, 2, j = 1, ..., 3 — известные пе-
реäато÷ные ìатриöы, не соäержащие варüируе-
ìых параìетров (2); u и y — физи÷еские вхоä и

выхоä объекта управëения (1);  и  — n-ìерные
фиктивные вхоä и выхоä объекта управëения;
Λ = diag[λ1, λ2, ..., λn] — äиаãонаëüная ìатриöа
параìетров объекта управëения, поäверженных от-
кëоненияì от рас÷етных; K(s) — искоìая переäа-
то÷ная ìатриöа реãуëятора (7), äаëее I — еäини÷-
ная ìатриöа соответствуþщеãо разìера; s — пере-
ìенная преобразования Лапëаса.
Привеäение к форìе (9) анаëоãи÷но технике,

приìеняеìой в работах [5, 9, 10]. Структурная схе-
ìа (W, Λ, K)-форìы, соответствуþщая уравнени-
яì (9), привеäена на рис. 1.
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Заìетиì, ÷то уравнения заìкнутой систеìы (1),
(7) всеãäа ìоãут бытü преäставëены в канони÷ес-
кой (W, Λ, K)-форìе (9) [9, 10].

3. ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È

В настоящей работе, как и в работах [5, 10] äëя
обеспе÷ения äопусков на параìетры (2) употреб-
ëяется понятие переäато÷ной ìатриöы систеìы (9),

разоìкнутой по параìетраì λi, i =  составëя-
þщиì äиаãонаëüнуþ ìатриöу Λ, коãäа разìыкание

осуществëяется по переìенной . Дëя поëу÷ения
äанной переäато÷ной ìатриöы поëожиì в уравне-
ниях (9) f = 0 и искëþ÷иì переìенные u и y. Тоãäа
поëу÷иì:

 = [W11 + W12K(I – W22K)–1W21] ,   = Λ . (10)

С÷итая первое соотноøение (10) некоторыì
«фиктивныì» объектоì управëения, а второе со-
отноøение «фиктивныì» реãуëятороì, ìожно не-
посреäственно выписатü переäато÷нуþ ìатриöу

разоìкнутой систеìы по «вхоäу»  фиктивноãо
объекта:

(s) = –Λ  = –Λ[W11 + W12K(I – W22K)–1W21],

ãäе верхний инäекс « » указывает на то÷ку разìы-
кания. Структурная схеìа, соответствуþщая урав-
ненияì (10), которуþ назовеì (W, Λ)-форìой, при-
веäена на рис. 2.
Особенностü äанной переäато÷ной ìатриöы

состоит в тоì, ÷то варüируеìые параìетры состав-
ëяþт в ней äиаãонаëüнуþ ìатриöу коэффиöиентов
усиëения, ÷то принöипиаëüно важно, поскоëüку
позвоëяет весüìа конструктивно воспоëüзоватüся
критериеì Найквиста äëя назна÷ения äопусков на
эти параìетры [5, 9, 10].
Заìетиì, ÷то есëи эта переäато÷ная ìатриöа

уäовëетворяет круãовоìу ÷астотноìу неравенству
[5, 9, 10]

[I + (–jω)T[I + ( jω)] ≥ r2I, 
ω ∈ [0, ∞), (11)

то иìеþт ìесто äостато÷ные оöенки на интерваëы
параìетров:

min  < λi + Δλi < max ,

i = , (12)

ãарантируþщих робастнуþ устой÷ивостü систеìы
(1), (7). Зäесü λi — ноìинаëüные зна÷ения физи-
÷еских параìетров объекта, а r — раäиус запасов
устой÷ивости (0 < r ≤ 1) [5, 9, 10].
Отìетиì оäну особенностü оöенок (12). Пустü

λi > 0, а раäиус запасов устой÷ивости равен своеìу
ìаксиìаëüно возìожноìу зна÷ениþ r = 1. Тоãäа
из выражения (12) при поëожитеëüноì λi сëеäует,
÷то интерваëы возìожных зна÷ений параìетра λi

уäовëетворяþт неравенстваì:

 =  ≤ λi + Δλi ≤  = ∞,  i = . (13)

Зäесü ìы иìееì хороøуþ верхнþþ ãраниöу äëя
параìетра λi, оäнако ìаксиìаëüные уìенüøение λi

от ноìинаëа возìожно всеãо ëиøü в 2 раза, ÷то не
всеãäа приеìëеìо и прихоäится äëя обеспе÷ения
äопусков (2) выбиратü äруãие ноìинаëüные зна÷е-
ния варüируеìых параìетров.
Покажеì, ÷то äëя уëу÷øения нижней ãраниöы

(12), (13) ìожно воспоëüзоватüся не ÷астотныì ус-
ëовиеì (11), а äруãиì, которое сëеäует из сообра-
жений, привеäенных äаëее.
Рассìотриì заìкнутуþ систеìу, преäставëен-

нуþ на рис. 3, ãäе ввеäена новая реãуëируеìая пе-

реìенная z =  (в работах [5, 10, 11] z = w + ).

Зäесü äопоëнитеëüно к рис. 1 ввеäены: w ∈ Rn —

вектор фиктивных внеøних возìущений; z ∈ Rn —
вектор фиктивных реãуëируеìых переìенных, сов-

паäаþщий с вектороì .
Леãко показатü, ÷то переäато÷ная ìатриöа, свя-

зываþщая фиктивное внеøнее возìущение w с

фиктивной реãуëируеìой переìенной z =  в за-
ìкнутой систеìе (сì. рис. 3), иìеет виä:

z = Tzww,  Tzw(s) = – (s)[I + (s)]–1.

Рис. 1. Структурная схема (W, L, K)-формы системы с внешним
возмущением
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Сëеäуя работе [16], поìестиì на реãуëируеìый
выхоä заìкнутой систеìы (сì. рис. 3) ìуëüтипëи-
кативное возìущение I + L, ãäе L = disg[l1, l2, ..., ln],
как показано на рис. 4.
Из работы [16] сëеäует, ÷то заìкнутая систеìа

(cì. рис. 4) асиìптоти÷ески устой÷ива, есëи вы-
поëняется усëовие

(L) < ,

ãäе (Tzw) — ìаксиìаëüное синãуëярное зна÷ение
ìатриöы Tzw( jω) äëя всех ÷астот ω ∈ [0, ∞), кото-
рое, как известно [4, 8], естü Н∞-норìа Tzw и, такиì
образоì, это неравенство с у÷етоì äиаãонаëüной
структуры ìатриöы L äает сëеäуþщие оöенки äиа-
ãонаëüных эëеìентов этой ìатриöы, которые не
наруøаþт асиìптоти÷еской устой÷ивости заìкну-
той систеìы (сì. рис. 4):

|li | ≤ . (14)

Пустü найäено реøение заäа÷и синтеза реãуëя-
тора K(s) такоãо, ÷то выпоëнено усëовие

||Tzw ||∞ ≤ γ, (15)

ãäе γ — заäанное иëи ìиниìизируеìое ÷исëо.

Тоãäа о÷евиäно, в сиëу äиаãонаëüной структуры
ìатриö L и Λ (сì. рис. 4) и неравенства (14), ÷то
заìкнутая систеìа не потеряет устой÷ивости есëи

min  ≤ λi +

+ Δλ ≤ max ,  i = . (16)

Такиì образоì äоказана
Теорема 1. Пусть регулятор (7) гарантирует вы-

полнение неравенства (15). Тогда границы робастной
устойчивости системы (1), (7) по физическим пара-
метрам объекта имеют вид (16). ♦
В оäноìерноì сëу÷ае (n = 1) неравенство (15)

озна÷ает, ÷то ìоäуëü ÷астотной переäато÷ной
функöии заìкнутой систеìы |Tzw( jω)| äëя всех ве-

щественных ÷астот ω не превыøает зна÷ения γ.
В кëасси÷еской теории автоìати÷ескоãо управëе-
ния такое ÷исëо естü показатеëü коëебатеëüности
М (γ = M) [17]. Это, в ÷астности, ãоворит о тоì, ÷то
ãоäоãраф Найквиста, соответствуþщий переäа-

то÷ной функöии разоìкнутой систеìы (s), не

пересекает круãа раäиусоì R = γ/(γ2 – 1) с öентроì
в то÷ке (–C, j•0) на пëоскости ãоäоãрафа, ãäе

C = γ2/(γ2 – 1). Отсþäа, в ÷астности, сëеäует, ÷то
коэффиöиент усиëения в заìкнутоì контуре (сì.
рис. 2) без потери устой÷ивости ìожно изìенятü
от 1 в интерваëе ((γ – 1)/γ, (γ + 1)/γ).
В ìноãоìерноì сëу÷ае (n > 1) усëовие (14)

иìеет сëеäуþщуþ физи÷ескуþ интерпретаöиþ: по

кажäоìу вхоäу  (сì. рис. 2), коэффиöиенты уси-
ëения от ноìинаëüноãо зна÷ения, равноãо еäини-
öе, ìожно независиìо от äруãих изìенятü в интер-
ваëах ((γ – 1)/γ, (γ + 1)/γ) без потери устой÷ивости.
Отсþäа, кстати, и сëеäуþт соотноøения (16).
Такиì образоì, реøение первой ÷асти заäа÷и 1

своäится к такоìу построениþ реãуëятора (7) в
Н∞-пробëеìе (15), при котороì веëи÷ина γ прини-
ìает заäанное иëи ìиниìаëüно возìожное зна÷е-
ние. Даëее покажеì, ÷то поставëенная заäа÷а 1 так-
же ìожет бытü свеäена к некоторой станäартной
пробëеìе Н∞-оптиìизаöии, уже с у÷етоì заäанных
äопусков на оøибки реãуëирования (5) при äейст-
вии оãрани÷енных внеøних возìущений (3), (4).

4. ÑÂÅÄÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Ê ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÉ ÏÐÎÁËÅÌÅ
Í¥-ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Рассìотриì заìкнутуþ систеìу, преäставëен-
нуþ на рис. 5.

Рис. 3. Структурная схема замкнутой системы с фиктивным воз-
мущением

Рис. 4. Структурная схема системы с мультипликативным воз-
мущением
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Она описывается сëеäуþщиìи уравненияìи

(17)

Зäесü äопоëнитеëüно к рис. 1: w1 ∈ Rn — вектор

фиктивных внеøних возìущений; z1 ∈ Rn — вектор

фиктивных реãуëируеìых переìенных; z2 ∈  —
вектор физи÷еских реãуëируеìых переìенных объ-
екта, взвеøенный с поìощüþ äиаãонаëüной весо-
вой ìатриöы Q = diag[q1, q2, ..., qm2] с поëожитеëü-

ныìи эëеìентаìи qi > 0, i = .

Ввеäеì расøиренный вектор внеøних возìу-
щений w, вкëþ÷аþщий в себя вектор фиктивных
внеøних возìущений w1 и вектор реаëüно äейст-
вуþщих на объект внеøних возìущений f, и рас-
øиренный вектор реãуëируеìых переìенных z,
объеäиняþщий векторы z1 и z2. Переäато÷нуþ ìат-
риöу заìкнутой систеìы, связываþщуþ эти век-
торы, обозна÷иì ÷ерез Tzw. Тоãäа ìожно записатü:

z =  = Tzww = Ѕ .

Пустü реãуëятор K(s) разреøает заäа÷у ìиниìи-
заöии Н∞-норìы переäато÷ной ìатриöы такой за-
ìкнутой систеìы:

||Tzw ||∞ ≤ γ. (18)

Тоãäа кажäый из бëоков этой ìатриöы уäовëет-
воряет анаëоãи÷ноìу усëовиþ [18], в ÷астности,

 ≤ γ,  ||Q1/2Tyf ||∞ ≤ γ. (19)

Первое из неравенств (19) совпаäает с усëовиеì
(15), поэтоìу иìееì ãарантируеìые äопуски на
параìетры (16), ãäе γ — реаëизовавøееся зна÷ение
при реøении заäа÷и (18). Второе из неравенств (19)
ìожет бытü преäставëено в эквиваëентной ÷астот-
ной форìе [7, 8]:

(–jω)QTyf ( jω) ≤ γ2I,  ω ∈ [0, ∞). (20)

Иìеет ìесто
Лемма (о среäних кваäратах). Пусть выполнено

частотное неравенство (20) с диагональной матри-
цей Q, тогда средние квадраты выходных перемен-
ных устойчивой системы при действии входного сиг-
нала из класса (3), (5) принадлежат множеству,
описываемому неравенством

qi〈 〉 ≤ γ2||w*||2,

где ||w*|| — евклидова норма вектора w* с компонен-
тами правой части условия (4). ♦
Доказатеëüство ëеììы привеäено в работе [15].
О÷евиäно, ÷то выбирая эëеìенты äиаãонаëüной

весовой ìатриöы Q из равенств

qi = ,  i = , (21)

приäеì к выпоëнениþ öеëевоãо усëовия (8), ãäе
γ — реаëизовавøееся зна÷ение при реøении заäа-
÷и (18).
Заäа÷у по нахожäениþ правиëüной переäато÷-

ной ìатриöы реãуëятора K(s), при котороì бы вы-
поëняëосü неравенство (18), ìожно перефорìуëи-
роватü в виäе сëеäуþщих вспоìоãатеëüных заäа÷
Н∞-оптиìаëüноãо и субоптиìаëüноãо управëения.

Задача 2. Найти реãуëятор (7), который бы обес-
пе÷иваë выпоëнение неравенства (18) с ìиниìаëü-
но возìожныì зна÷ениеì γ = γ0.

Задача 3. Дано ÷исëо γ > γ0. Найти реãуëятор (7)
такой, ÷то иìеет ìесто неравенство (18). ♦
Есëи заäа÷и 2 и 3 реøены, то зная зна÷ение па-

раìетра γ, реаëизовавøееся в резуëüтате синтеза, с
у÷етоì неравенств (16), ëеãко найти äостато÷ные
оöенки интерваëов возìожных зна÷ений параìет-
ров, ãарантируþщих робастнуþ устой÷ивостü сис-
теìы (1), (7), а из öеëевоãо неравенства (8) найти
оöенки оøибок реãуëирования, которые завеäоìо

буäут не хуже оöенок 〈 〉 ≤ γ2( )2, i = .

Суììируя изëоженное, сфорìуëируеì ãëавный
резуëüтат.
Теорема 2. Пусть решена Н∞-задача (18) при ус-

ловии (21). Тогда реализовавшееся при ее решении
число γ определяет:

— границы робастной устойчивости (16) на от-
клонения Δλi физических параметров от номиналь-
ных λi;

— оценки средних квадратов регулируемых пере-
менных из условий (6), (8), которые будут заведомо

не хуже оценок 〈 〉 ≤ γ2( )2, i =  ♦

ỹ W11 z1 w1+( ) W12u W13 f,+ +=

ũ Λỹ,  z1 ũ,= =

y W21 z1 w1+( ) W22u W23 f,+ +=

u Ky,  z2 Q1/2y.= =

R
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Рис. 5. Структурная схема замкнутой системы
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Теперü приäаäиì уравненияì (17) станäартнуþ
форìу записи, принятуþ в теории Н∞-управëения:

z = G11w + G12u

y = G21w + G22u

u = Ky, (22)

ãäе Gij(s), i, j = 1, 2 — бëоки переäато÷ной ìатриöы
G(s) обобщенноãо объекта.
Утверждение. Передаточные матрицы Gij(s),

i, j = 1, 2, обобщенного объекта (22) связаны с пере-
даточными матрицами системы (17) равенствами:

G11 =

= ,

G12 = ,

G21 = ,

G22 = [W21(I – ΛW11)
–1ΛW12 + W22]. (23)

Доказатеëüство утвержäения эëеìентарное и
зäесü не привоäится.
Такиì образоì, реøая Н∞-пробëеìу (18), ãäе

весовые коэффиöиенты выбраны из равенств (21),
äобиваеìся разреøения поставëенной заäа÷и 1.

5. ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ ÑÈÍÒÅÇÀ

Преäставиì проöеäуру синтеза в виäе посëеäо-
ватеëüности äействий.

1. Привести уравнения систеìы (1), (7) к виäу
(9), ãäе Λ — äиаãонаëüная ìатриöа, вкëþ÷аþщая в
себя выбранные проектировщикоì ноìинаëы фи-
зи÷еских параìетров, поäверженных откëоненияì
от рас÷етных.

2. Записатü с у÷етоì равенств (23) уравнения
(17) в станäартной форìе (22), принятой в теории
Н∞-управëения, и привести эту форìу к уравнени-
яì состояния (сì. работы [8, 10]).

3. Реøитü заäа÷и 2 и 3 Н∞-управëения (18) с
у÷етоì равенств (21) и найти переäато÷нуþ ìатри-
öу K(s) реãуëятора (7).

4. Найти ãраниöы ãарантируеìых äопусков на
параìетры объекта по форìуëаì (16) и найти
оöенки оøибок реãуëирования из усëовия (8).

5. Сравнитü найäенные в п. 4 ãраниöы äопусков
с заäанныìи.

6. Есëи найäенные из форìуë (16) ãраниöы äо-
пусков на параìетры объекта не покрываþт заäан-
ные (2) иëи найäенные ãраниöы на оøибки реãу-
ëирования превыøаþт заäанные, то äанный ìетоä
не äает реøения. Оäнако ìожно выбратü äруãие
зна÷ения ноìинаëüных параìетров иëи уìенü-
øитü жеëаеìые зна÷ения оøибок реãуëирования и
повторитü синтез, на÷иная с п. 2. Но в общеì сëу-
÷ае, наприìер, есëи объект не ìиниìаëüно-фазо-
вый по управëениþ, а заäанные оøибки ìенüøе
преäеëüно äостижиìых (ëибо интерваëы (2) на-
стоëüко øироки, ÷то никакой ëинейный реãуëятор
не ìожет стабиëизироватü систеìу), то нет ãаран-
тии на успех реøения. Чисëенные экспериìенты
показаëи, ÷то в сëу÷ае такой «пробуксовки» ìето-
äа äостато÷но оäной-äвух итераöий, ÷тобы понятü,
÷то öеëи реãуëирования неäостижиìы.
Замечание. Поскоëüку вектор реãуëируеìых пе-

реìенных систеìы (17) не соäержит управëения u,
а вектор внеøних возäействий не вкëþ÷ает в себя
поìех изìерения, то Н∞-заäа÷а (18) явëяется вы-
рожäенной и не ìожет бытü реøена попуëярныì
2-Риккати поäхоäоì [10] и äëя ее ÷исëенноãо ре-
øения необхоäиìо приìенятü технику ëинейных
ìатри÷ных неравенств, реаëизованнуþ в раìках
MATLAB в пакете Robust Control Toolbox [19]. ♦
Прокоììентируеì отäеëüные øаãи этоãо аë-

ãоритìа. В пакете [19] реãуëятору ставится в со-
ответствие ÷етверка ìатриö (Ac, Bc, Cc, Dc), оп-
реäеëяþщих еãо уравнения состояния, а искоìая
переäато÷ная ìатриöа реãуëятора иìеет виä

K(s) = Cc(sI – Ac)
–1Bc + Dc. При этоì поряäок ре-

ãуëятора не превыøает поряäка объекта [20] —
степени поëиноìа detL1(s). В п. 3 проöеäуры сна-
÷аëа опреäеëяется ìиниìаëüно возìожное зна÷е-
ние γ = γ0 в заäа÷е (18) с поìощüþ функöии hinflmi
(сì. поäробнее в работе [8]), а затеì реøается су-
боптиìаëüная заäа÷а (также с поìощüþ hinflmi)
при γ > γ0 (при γ = γ0 ÷астü собственных зна÷ений
ìатриöы заìкнутой систеìы (1), (7) оказывается
по÷ти на ìниìой оси!) и нахоäится собственно ре-
ãуëятор K(s).

6. ÏÐÈÌÅÐ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÒÅÇÀ

Проиëëþстрируеì эффективностü преäëожен-
ноãо ìетоäа синтеза на приìере äвухìассовой сис-
теìы с упруãой связüþ: äвух теëежек, соеäиненных
пружиной [5, 6, 10]. Моäеëü такой систеìы опи-
сывается уравненияìи:

 = x3,   = x4,   = –qx1 + qx2 + u + f,

 = qx1 – qx2,  y = x2, (24)

ãäе q — варüируеìый параìетр (жесткостü пружи-
ны), ноìинаëüное зна÷ение котороãо выбрано рав-

I ΛW11–( ) 1– ΛW11 I ΛW11–( ) 1– ΛW13

Q1/2W21 I ΛW11–( ) 1– ×

Λ× W11 Q1/2W21+⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ Q1/2W21 I ΛW11–( ) 1– ×

Λ× W13 Q1/2W23+⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

I ΛW11–( ) 1– ΛW12

Q1/2W21 I ΛW11–( ) 1– ΛW12 Q1/2W22+

W21 I ΛW11–( ) 1– ×

Λ× W11 W12+⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ W21 I ΛW11–( ) 1– ×

ΛW13× W23+⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x·1 x·2 x·3

x·4
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ныì 2; x1 — коорäината первой теëежки; x2 — ко-
орäината второй теëежки; u — управëяþщее воз-
äействие; f — внеøнее возìущение. Изìеряеìая
переìенная y = x2.

Дëя реøения заäа÷и синтеза на основе стан-
äартной проöеäуры Н∞-оптиìизаöии опиøеì объ-
ект (24) уравненияìи в пространстве состояний
[5, 6, 10]:

 = Ax + B1w + B2u

z = C1x + D11w + D12u

y = C2x + D21w + D22u,

ãäе A = , B1 = , B2 = ,

C1 = , C2 = [0 1 0 0],

D11 = , D12 = , D21 = [0  0], D22 = [0].

С öеëüþ сравнения сна÷аëа быë осуществëен
синтез реãуëятора, разреøаþщеãо первуþ ÷астü
заäа÷и 1 (сì. § 3), коãäа внеøнее возìущение f не
приниìаëосü во вниìание при синтезе. Реãуëятор
иìеет виä:

K1(s) = .

Пустü среäний кваäрат реãуëируеìой переìен-
ной не äоëжен превыøатü зна÷ения y* = 1, а внеø-
нее возìущение оãрани÷ено зна÷ениеì w* = 1.
Тоãäа в соответствии с равенстваìи (21) поëу÷иì

зна÷ение q1 = 1 еäинственноãо весовоãо коэффи-
öиента при скаëярной реãуëируеìой переìенной у
в структурной схеìе (сì. рис. 5). Переäато÷ная
функöия искоìоãо реãуëятора:

K2(s) = 

.

Заìетиì, ÷то аìпëитуäно-÷астотные характе-
ристики заìкнутых систеì |Tyf( jω)| с построенны-
ìи реãуëятораìи K1 и K2, как виäно из рис. 6, яв-
ëяþтся ìонотонно убываþщиìи функöияìи ÷ас-
тоты ω. Поэтоìу наихуäøее возìущение äëя этих
систеì — ступен÷атая функöия.
Перехоäные проöессы по переìенной y = x2 в

заìкнутой систеìе при нуëевых на÷аëüных усëо-
виях и ступен÷атоì возìущении f = 1 привеäены
на рис. 7.
О÷евиäно, ÷то установивøаяся оøибка äëя ре-

ãуëятора K2 на 3 поряäка ìенüøе (при этоì вреìя
реãуëирования также зна÷итеëüно — на поряäок —
уìенüøиëосü). Это поä÷еркивает эффективностü
преäëоженноãо поäхоäа к обеспе÷ениþ заäанной
то÷ности. Поìиìо этоãо быëо иссëеäованы äопус-
ки на варüируеìый параìетр q с ноìинаëüныì
зна÷ениеì, равныì 2. Гарантируеìые ãраниöы бы-
ëи найäены по форìуëаì (16), а истинные на ос-
нове приìенения критерия Найквиста к систеìе

(сì. рис. 2), разоìкнутой по переìенной  (па-
раìетру q, как в работах [5, 9]) при известноì ре-
ãуëяторе. Так как параìетр q естü ìножитеëü пе-
реäато÷ной функöии разоìкнутой систеìы (10)
(на рис. 2 ìатриöа Λ естü просто скаëяр q), то, оп-
реäеëив то÷ки пересе÷ения ãоäоãрафа Найквиста

Рис. 6. Амплитудно-частотная характеристика замкнутой системы: а — с реãуëятороì K1; б — с реãуëятороì K2

x·

0 0 1 0
0 0 0 1
q– q 0 0
q q– 0 0

0 0
0 0
1 1
1– 0

0
0
1
0

q– q 0 0

Q1/2 (0 1 0 0)

0 0
0 0

0
0

201,9s3 4694s2 38,36s– 1,561–+–
s4 21,84s3 211,9s2 1056s 2560+ + + +
--------------------------------------------------------------------------------------------------

8,148 107s3⋅ 8,676 107s2⋅– ––
s4 69,1s3 1,387 104s2⋅+ + +

---------------------------------------------------------------------------------- →

8,164 107s⋅– 2,524 107⋅–
6,525 105s⋅ 1,534 107⋅+ +

------------------------------------------------------------------------→

ũ
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с вещественной осüþ, найäеì истинный интерваë
устой÷ивости по q. В табë. 1 привеäены резуëüтаты
этоãо иссëеäования.
В посëеäней строке табë. 1 привеäены зна÷ения

запасов устой÷ивости по ìоäуëþ L и фазе ϕз, ко-
торые опреäеëяþтся при разìыкании заìкнутой
систеìы по переìенной u (физи÷ескоìу вхоäу

объекта). Зäесü наäо отìетитü весüìа низкие запа-
сы устой÷ивости по фазе и ìоäуëþ, есëи реãуëя-
тор строится без у÷ета внеøнеãо возìущения, хотя
ãраниöы на варüируеìый параìетр весüìа øироки
(сì. также работу [10]).
Закëþ÷ая этот разäеë работы, привеäеì табë. 2,

взятуþ ÷асти÷но из работы [21] и соäержащуþ ин-

Рис. 7. Реакция замкнутой системы на единичное ступенчатое воздействие: а — с реãуëятороì K1; б — с реãуëятороì K2

Таблица 1
Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñèñòåìû ñ ïîëó÷åííûìè ðåãóëÿòîðàìè

Характеристика Без у÷ета возìущения f (с реãуëятороì K1) С у÷етоì возìущения f (с реãуëятороì K2)

Зна÷ение параìетра γ 1,1354 1,1808
Гарантируеìые ãраниöы 0,2385 < q < 3,7615 0,3062 < q < 3,6938
Истинные ãраниöы 0,1372 < q < 12,928 0,171 < q < 8,176
Запасы устой÷ивости L = 0,539 äБ, ϕз = 5,12° L = 12,2 äБ, ϕз = 57,2°

Таблица 2
Ñðàâíèòåëüíàÿ òàáëèöà ïîäõîäîâ ê ñèíòåçó ðåãóëÿòîðà äëÿ îáúåêòà (24)

Метоä Авторы, ãоä, исто÷ник

Требования

Граниöы устой÷ивости
qmin— qmax

Запас 
по фазе 

ϕз, °

Запас по 
ìоäуëþ 
L, äБ

Вреìя 
реãуëиро-
вания tр, с

30 6,0 15 0,5—2,0

Maximum Entropy 
robust approach

W.M. Haddad, E.G. Collins, D.S. 
Bernstein, 1993, [22]

26,2 4,5 20 0,4459—2,066

Robust H2 A. Farag, H. Werner, 2002, [21] 32 6,6 14,5 0,410—3,1

H∞ Pole Placement M. Chilali, P. Gahinet, 1996, [23] 0,5—12 (систеìа неустой÷ива)

(W, Λ, K) – r В.Н. Честнов, 2015, [10] 65,2 20,7 5,5 0,4245—6,9264 (ãарантируеìые)
0,213—8,6022 (истинные)

(W, Λ, K) – M В.Н. Честнов, Н.И. Саìøорин, 
2016, настоящая работа

57,2 12,2 9,21 0,3062—3,6938 (ãарантируеìые)
0,171—8,176 (истинные)
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форìаöиþ о äруãих, наибоëее успеøных работах
[10, 21—23], посвященных реøениþ заäа÷и управ-
ëения объектоì (24) в ка÷естве «benchmark» заäа-
÷и. Из табëиöы виäно, ÷то преäëоженный зäесü
поäхоä, как и поäхоä, нескоëüко ранее развитый в
работах [10, 11], обеспе÷ивает зна÷итеëüно боëее
высокие показатеëи ка÷ества, нежеëи ìетоäы øи-
роко известные на Запаäе. Этот ìетоä ìожно рас-
сìатриватü как äопоëнение поäхоäа [10, 11], с ëу÷-
øей нижней ãраниöей äëя обëасти робастной ус-
той÷ивости по параìетру q, но хуäøей верхней.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе преäставëено реøение заäа÷и робаст-
ной стабиëизаöии при параìетри÷еской неопреäе-
ëенности с у÷етоì оãрани÷енных внеøних возìу-
щений, äопоëняþщее известное [10, 11]. Отìетиì
некоторые привëекатеëüные, с инженерной то÷ки
зрения, особенности преäëоженноãо поäхоäа:

— рассìатриваþтся откëонения физи÷еских
параìетров от рас÷етных;

— ясные инженерные критерии: показатеëü ко-
ëебатеëüности и среäнекваäрати÷ный раäиус уста-
новивøеãося состояния заìкнутой систеìы;

— проöеäура синтеза свеäена к станäартной за-
äа÷е Н∞-оптиìизаöии;

— поряäок реãуëятора не превыøает поряäка
исхоäноãо физи÷ескоãо объекта;

— в ка÷естве внеøнеãо возìущения ìожет вы-
ступатü ëþбая кусо÷но-постоянная функöия, раз-
ëожиìая в ряä Фурüе и иìеþщая оãрани÷еннуþ
ìощностü.
Такиì образоì, теория Н∞-оптиìизаöии, изна-

÷аëüно преäназна÷енная к усëовияì неопреäе-
ëенностей в ÷астотной обëасти и внеøниì возìу-
щенияì из кëасса L2 ис÷езаþщих функöий вреìе-
ни, показывает превосхоäнуþ работоспособностü
в раìках, боëее прибëиженных к инженерной
практике.
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