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СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРОВ ПО ПОКАЗАТЕЛЯМ
ТОЧНОСТИ И БЫСТРОДЕЙСТВИЮ. I.

МИНИМАЛЬНО-ФАЗОВЫЕ ОДНОМЕРНЫЕ ОБЪЕКТЫ

Предлагается метод синтеза регуляторов одномерных, минимально-
фазовых объектов при неизвестных ограниченных внешних возмущениях.
Метод основан на определении параметров тождества Безу, при которых
обеспечивается заданная точность регулирования и быстродействие.

1. Введение

Системы автоматического управления характеризуются показателями, ос-
новными из которых служат точность, быстродействие, перерегулирование,
запасы устойчивости по фазе и модулю. Первым методом синтеза по этим
показателям систем стал метод логарифмических амплитудно-частотных ха-
рактеристик (метод ЛАЧХ) [1, 2] для одномерных объектов (объектов с одной
измеряемой и одной управляющей переменными).

Развитие этого метода для многомерных объектов оказалось затрудни-
тельным. Методы LQ- и H∞-оптимизации [3–6] не связаны с числом измеряе-
мых и управляющих переменных, и поэтому были исследованы показатели
оптимальных систем. В частности, установлены их запасы устойчивости [7, 8],
получена связь точности регулирования со структурой и параметрами функ-
ционалов оптимизации и на этой основе были разработаны методы [9] синтеза
регуляторов многомерных объектов по заданной точности и необходимым за-
пасам устойчивости.

Быстродействие является важным показателем систем регулирования. Ме-
тод синтеза регуляторов по точности и быстродействию для минимально-
фазовых одномерных объектов предложен в [10]. Метод основан на решении
тождества Безу, правая часть которого является устойчивой частью полино-
ма для экстремалей специального функционала, который обеспечивает запа-
сы устойчивости системы, ее точность и быстродействие.

В настоящей статье предлагается способ формирования правой части тож-
дества Безу, в котором исключена операция определения корней указанно-
го полинома. Последнее особенно существенно в многомерном случае, рас-
сматриваемом во второй части статьи, где синтез регулятора по требованиям
точности, быстродействия и запасам устойчивости осуществляется на осно-
ве матричного тождества Безу. Решение этого тождества состоит в решении
системы линейных алгебраических уравнений в отличие от [11, 10], где анало-
гичная задача сводится к решению нелинейного алгебраического уравнения
Риккати либо к задаче H∞-оптимизации, решение которой осуществляется
на основе линейных матричных неравенств.
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Методам подавления внешних возмущений посвящена книга [12], где на-
ходится регулятор, обеспечивающий заданную границу квадратичной формы
регулируемых переменных. Коэффициенты этой квадратичной формы явля-
ются наилучшими в некотором смысле. Метод учитывает ограничения на
управления и влияние начальных условий.

2. Постановка задачи

2.1. Показатели точности и быстродействия

Рассмотрим асимптотически устойчивую систему управления, описывае-
мую уравнениями

dny
(n) + dn−1y

(n−1) + . . .+ d1ẏ + d0y = kmu
(m) + . . .

. . .+ k1u̇+ k0u+ cpf
(p) + . . .+ c1ḟ + c0f, m < n, p < n, t0 6 t 6 t1,

(1)

gnc
u(nc) + . . .+ g1u̇+ g0u = rmc

y(mc) + . . .+ r1ẏ + r0y, nc > mc,(2)

где y(t) – измеряемый выход объекта (1), являющийся регулируемой пере-
менной, u(t) – управление, формируемое регулятором (2), f(t) – неизвестное,
ограниченное известным числом f∗ внешнее возмущение. Начальные условия
для этой системы нулевые:

y(t0) = ẏ(t0) = . . . = y(n−1)(t0) = 0, u(t0) = u̇(t0) = . . . = u(nc−1)(t0) = 0,

t0 и t1 – заданные числа.

Уточним вид внешнего возмущения. Разобьем интервал работы системы
на N подынтервалов, каждый длительностью h = t1−t0

N
, и используя суще-

ствование чисел f(kh) = f(k), k = 1, N , разложим f(k) в ряд Фурье

f(k) =

N
∑

i=1

fi sin(ωik + ϕf,i), k = 1, N,

где fi, i = 1, N – коэффициенты ряда Фурье, ωi =
2π
N
i, i = 1, N . Далее пола-

гаем, что внешнее возмущение – полигармоническая функция

f(t) =
N
∑

i=1

fi sin(ωit+ ϕf,i)(3)

с неизвестными частотами ωi и фазами ϕf,i, i = 1, N , а ее неизвестные ам-
плитуды удовлетворяют условию

N
∑

i=1

|fi| 6 f∗.(4)

Выход системы y(t) состоит из двух процессов: рабочего (основного) про-
цесса — yb(t) и переходного (к рабочему) — ytr(t),

y(t) = yb(t) + ytr(t).
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Рабочий процесс имеет вид

yb(t) =
N
∑

i=0

a(ωi) sin(ωit+ ϕi),(5)

где a(ωi) и ϕi, i = 1, N — амплитуды и фазы выхода системы.

Если внешнее возмущение (3) состоит из одной или нескольких действи-
тельно существующих гармоник, то процесс (5) называют установившимся
процессом. В рассматриваемом случае такие гармоники могут отсутство-
вать (например, f(t) – линейная функция либо экспонента) и частоты ωi,
i = 1, N , – это результат разложения в ряд Фурье почти произвольного внеш-
него возмущения (эти частоты зависят от выбора длины интервалов [t0, t1]
и h). Поэтому будем использовать понятие рабочего процесса.

Введем понятия показателей системы (1), (2), которые являются обобще-
нием известных показателей [1, 2] для типовых задающих воздействий.

Точность регулирования — это наименьшее положительное число yab такое,
что ошибка регулирования удовлетворяет условию

|yb(t)| 6 yab , t0 6 t 6 t1.

Из-за переходного процесса, вызванного начальными условиями и началь-
ным значением внешнего возмущения, выход системы может превышать зна-
чение yab :

sup
t06t6t1

|y(t)| > yab .

Длительность и относительная величина превышения числа yab характе-
ризуются временем регулирования и перерегулированием.

Время регулирования — это наименьшее время tрег, когда выполняется
неравенство

|y(t)− yb(t)| 6 ε, t > tрег,

где ε – заданное положительное число.

Для единичного ступенчатого либо гармонического задающего воздей-
ствия принято [1, 2] значение ε = 0,05 sup

t06t6t1

|y(t)|.

Перерегулирование есть

σ =

sup
t06t6t1

|y(t)| − sup
t06t6t1

|yb(t)|

sup
t06t6t1

|yb(t)|
· 100%.

Запасы устойчивости по фазе (ϕз) и модулю (L) [1, 2] системы (1), (2) нахо-
дятся путем приложения к объекту (1) вместо управления сигнала (− sinωt)
и измерения выхода регулятора u = a(ω) sin(ωt+ ϕ(ω)). С использованием
функции a(ω) и ϕ(ω) находятся запасы устойчивости.
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При таком их определении система может терять устойчивость из-за ее
размыкания, и поэтому для определения запасов устойчивости используют
радиус запасов устойчивости [9]

ra = inf
06ω<∞

|v(jω)|,(6)

где v(jω) = 1 + a(ω)ejϕ(ω) = 1 + w(jω) — функция возвратной разности (в
которой w(jω) – передаточная функция разомкнутой системы), которая
находится экспериментально, без размыкания системы. Если ra > 0,75, то
ϕз > 42◦, L > 1,7, а при ra > 1, ϕз > 60◦, L > 2,0.

Зад а ч а 2.1 состоит в нахождении для заданного полностью управляемо-
го и полностью наблюдаемого объекта (1) регулятора (2), обеспечивающего
выполнение требований к:

• точности

|yb(t)| 6 y∗,(7)

• качеству

tрег 6 t∗
рег
, σ 6 σ∗,(8)

• запасам устойчивости

ra > r∗a,(9)

где y∗, t∗
рег
, σ∗, r∗a — заданные положительные числа.

Примечание 2.1. В действительности требования к показателям системы
выражаются неравенствами

ayy
∗
6 |y(t)| 6 y∗, att

∗
рег

6 tрег 6 t∗
рег
,

aσσ
∗
6 σ 6 σ∗, arr

∗
a 6 ra 6 r∗a,

(10)

где ay, at, aσ и ar — заданные положительные числа (ay < 1, at < 1, aσ < 1
и ar < 1), выражающие допуски на отклонения от чисел y∗, t∗

рег
, σ∗ и r∗a.

Дело в том, что при условиях (7)–(9) может случиться так, что в результате
расчета будет получен регулятор (2), обеспечивающий ошибку регулирования
(при внешнем возмущении, близком к границе f∗) в несколько раз меньше
величины y∗. Тогда для получения такой точности требуется более точная,
чем необходимо, аппаратура для измерения функции y(t).

Ситуация с быстродействием аналогична: если время регулирования в
несколько раз меньше требуемой величины t∗

рег
, то это приводит к динами-

ческой перегрузке исполнительных органов, плохой помехозащищенности си-
стемы и т. п. Изложенное далее построено исходя из целей (7)–(9), однако оно
часто может быть развито для случая (10).
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2.2. Редукция задачи

Преобразуя уравнения (1), (2) по Лапласу при нулевых начальных усло-
виях, запишем их как

d(s)y = k(s)u+ c(s)f,(11)

g(s)u = r(s)y,(12)

где

d(s) =

n
∑

i=0

dis
i, k(s) =

m
∑

i=0

kis
i, g(s) =

nc
∑

i=0

gis
i,

r(s) =

mc
∑

i=0

ris
i, c(s) =

p
∑

i=0

cis
i.

Выразим требования (7)–(9), используя передаточную функцию системы
и ее характеристический полином.

Передаточная функция системы tyf (s), связывающая выход с внешним
возмущением, имеет вид

tyf (s) =
g(s)c(s)

d(s)g(s) − k(s)r(s)
.(13)

Требование (7) к точности выполняется, если

sup
06ω<∞

|tyf (jω)| 6
y∗

f∗
.(14)

Действительно, выход системы (1), (2) при возмущении (3) имеет вид (5).

Учитывая ограничения (4), запишем

|yb(t)| 6

∞
∑

i=0

|a(ωi)| 6

∞
∑

i=0

|tyf (jωi)||fi| 6

6 sup
06ω<∞

|tyf (jω)|
∞
∑

i=0

|fi| = f∗ sup
06ω<∞

|tyf (jω)| 6 y∗.

Из последнего неравенства следует выражение (14).

Характеристический полином системы имеет вид

ds(s) = d(s)g(s) − k(s)r(s).

Полагая далее nc= n, упорядочим модули вещественных частей корней ss,i,
i = 1, 2n этого полинома:

|Ress,1| 6 |Ress,2| 6 . . . 6 |Ress,2n|.
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Время регулирования будем характеризовать числом

tрег = β|Re ss,1|
−1,

где β — положительное число; β = 3, если |Re ss,2| и модули вещественных
частей корней полиномов g(s) и c(s) в передаточной функции (13) достаточно
велики по сравнению с числом |Re ss,1|.

Будем полагать, что требование (8) к времени регулирования выполнено,
если

|Re ss,1| > βt∗−1
рег

.(15)

Запишем выражение (6) более подробно как

r2a = inf
06ω<∞

|1 + w(jω)|2 ,

где

w(s) = −
k(s)r(s)

d(s)g(s)
.

Будем полагать, что система обладает запасами устойчивости, если

ra > r∗a,(16)

где, в частности, r∗a = 0,75.

Рассмотрим тождество Безу

d(s)g(s)− k(s)r(s) = ψ(s),(17)

где ψ(s) — полином степени 2n, корни которого имеют отрицательные веще-
ственные части.

При условии deg d(s) = n, deg r(s) = n− 1 это тождество имеет единствен-
ное решение для полиномов g(s) и r(s) регулятора, которое находится как
решение системы линейных алгебраических уравнений, получающихся после
сравнения коэффициентов при одинаковых степенях s в левой и правой ча-
стях тождества [13].

Задача 2.2 состоит в том, чтобы найти коэффициенты полинома правой
части тождества (17) такие, чтобы система (1), (2) удовлетворяла условиям
(14), (15), (16).

Решение задачи 2.2 существенно зависит от свойств полинома k(s) объек-
та. Далее полагаем, что корни полинома k(s) имеют отрицательные веще-
ственные части. Объект (1) в этом случае называют минимально-фазовым.

3. Структуры полинома правой части тождества Безу
и полиномов регулятора

Примем следующую структуру полинома (17):

ψ(s) = ε(s)k(s)δ(s),(18)

32



где ε(s) — полином реализуемости степени n−m−1, который необходим для
реализуемости регулятора (условие реализуемости deg g(s) > deg r(s)), δ(s) —
базовый (основной) полином степени n с вещественными корнями (−sδ,i), i =
= 1, n:

δ(s) = δn

n
∏

i=1

(s + sδ,i),

в котором далее будем полагать (если не указано противное), что

δn = dn > 0.(19)

Если степень полинома k(s)

m = n− 1,

то регулятор реализуем при ε(s) = 1, а тождество Безу (17) имеет очевидное
решение

g(s) = k(s), r(s) = d(s)− δ(s).

Если степень полинома k(s) меньше n − 1, то регулятор (2) нереализуем,
так как степень полинома r(s) равна n− 1. В этом случае полином реализуе-
мости имеет вид

ε(s) = ερs
ρ + . . .+ ε1s+ 1,

где ρ = n−m− 1, а корни ε(s) имеют отрицательные вещественные части.

Полином g(s) имеет структуру

g(s) = gε(s)k(s),(20)

в которой
gε(s) = gε,ρs

ρ + . . .+ gε,1s+ gε,0.

Выберем коэффициенты полинома реализуемости так, что

εi = νiεi−1, i = 1, ρ, ε0 = 1,(21)

где νi, i = 1, ρ — достаточно малые положительные числа, такие что корни
полинома ε(s) имеют отрицательные вещественные части.

Условие (21) выполняется, если принять

ε(s) =

ρ
∏

i=1

(

µi

sδ
s+ 1

)

,(22)

где sδ = max[sδ,1, . . . , sδ,n], i = 1, ρ, а µi, i = 1, ρ — достаточно малые различ-
ные положительные числа.

Учитывая структуру модального полинома и полинома g(s), запишем тож-
дество Безу как

d(s)gε(s)− r(s) = ε(s)δ(s).

2 Автоматика и телемеханика, № 5 33



У тв е ржд е ни е 3.1. При достаточно малых числах νi, i = 1, ρ коэффи-
циенты полиномов gε(s) и r̃(s), являющиеся решением тождества

d(s)gε(s)− r̃(s) = δ(s)ε(s),

имеют вид

gε,i = εi + 01, i(ν), r̃j = rj + 02, j(ν), i = 1, ρ, j = 0, n − 1,

где 01, i(ν) и 02, j(ν) — функции, исчезающие вместе с вектором ν =
= [ν1, . . . , νρ]:

lim
ν→0

01, i(ν) = 0, lim
ν→0

02, j(ν) = 0, i = 1, ρ, j = 0, n− 1.

Доказательство этого и последующих утверждений приведены в Прило-
жении.

4. Синтез регуляторов

4.1. Запасы устойчивости

Используя функцию возвратной разности

v(s) = 1 + w(s),

заключаем, что система обладает запасами устойчивости, если

|v(jω)| > r∗a, 0 6 ω <∞.(23)

Разделим тождество Безу (17) на полином d(s)g(s) и получим выражение

v(s) = 1 + w(s) =
ψ(s)

d(s)gε(s)k(s)
=

ε(s)δ(s)

gε(s)d(s)
=

ε(s)δ(s)

[ε(s) + 01(s, ν)]d(s)
.

Пренебрегая полиномом 01(s, ν), исчезающим вместе с вектором ν, запи-
шем условие (23) как

|δ(jω)|2

|d(jω)|2
> r∗a, 0 6 ω <∞,(24)

которое в более подробной форме имеет вид

|δ(jω)|2

|d(jω)|2
=

n1
∏

i=1
(ω2 + s2δ,i)

n1+n2
∏

i=n1+1
(ω2 + s2δ,i)(ω

2 + s2δ,i+1)

n1
∏

i=1
(ω2 + s2d,i)

n1+n2
∏

i=n1+1
[ω4 + 2(2ξ2d,i − 1)s2d,iω

2 + s4d,i]

> r∗a,(25)

где (−ξd,i ± j
√

1− ξ2d,i)sd,i, ξ
2
d,i 6 1, i = n1 + 1, n1 + n2, (n1 + 2n2 = n) – ком-

плексные корни, а (−sd,i), i = 1, n1 – вещественные корни полинома d(s).
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У тв е ржд е ни е 4.1. Система (11), (12), регулятор которой получен из
тождества Безу (17) с полиномом (18), имеет радиус запасов устойчиво-
сти ra = 1, если модули корней полинома δ(s) удовлетворяют неравенствам

sδ,i > |sd,i|, i = 1, n1,(26)

sδ,n1+1 > |sd,n1+1|, sδ,n1+2 > |sd,n1+1|, . . . , sδ,n−1 > |sd,n|, sδ,n > |sd,n|(27)

и числа µi, i = 1, n −m в выражении (22) достаточно малы.

Это утверждение получено в [14] для случая, когда полином δ(s) содер-
жит комплексные корни, число которых равно числу комплексных корней
полинома d(s).

Из этого утверждения следует достаточное условие обеспечения запасов
устойчивости

sδ,i = |sd,i|(1 + ρi), i = 1, n,(28)

где ρi, i = 1, n – произвольные неотрицательные числа.

Из неравенства (24) нетрудно получить менее конструктивные по сравне-
нию с (28), но необходимые условия запасов устойчивости.

У тв е ржд е ни е 4.2. Для обеспечения запасов устойчивости системы
необходимо и достаточно существование полинома h(s) степени n, корни
которого имеют отрицательные действительные части, такого что

|δ(jω)|2 − |d(jω)|2 = |h(jω)|2.

Действительно, из условия (24) при r∗a = 1 следует, что

a(jω) = |δ(jω)|2 − |d(jω)|2 > 0, 0 6 ω <∞.

Это неравенство выполняется, если существует полином h(s), корни которого
имеют отрицательные действительные части, такой что

a(jω) = h(−jω)h(jω) = |h(jω)|2 > 0.

Верно и обратное. Если

|δ(jω)|2 − |d(jω)|2 > |h(jω)|2,

то ra = 1.

Действительно, из последнего неравенства следует

|δ(jω)|2

|d(jω)|2
> 1 +

|h(jω)|2

|d(jω)|2
.

Так как |h(jω)|2

|d(jω)|2
> 0, то условие (24) выполняется.
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4.2. Время регулирования

Упорядочим модули корней объекта и базового полинома следующим об-
разом:

|sd,1| 6 |sd,2| 6 . . . 6 |sd,n|, sδ,1 6 sδ,2 6 . . . 6 sδ,n.

Нетрудно видеть, что требование к времени регулирования выполняется, если

sδ,1 > βt∗−1
рег

.

Для обеспечения времени регулирования достаточно выбрать числа ρi, i =
= 1, n в равенствах (28) как

ρi =
βt∗−1

рег

|sd,i|
− 1, i = 1, n1, ρi = 0, i = n1 + 1, n,(29)

где n1 6 n – число корней объекта, модули вещественных частей которых
меньше числа t∗−1

рег
.

4.3. Точность управления и перерегулирование при c(s) = c0

Из выражений (13), (17), (18) и (20) следует, что при достаточно малых µi,
i = 1, ρ в (22)

|tyf (jω)|
2 =

|c(jω)|2

|δ(jω)|2
.

В случае c(s) = c0

|tyf (jω)|
2 =

c20

δ2n

n
∏

i=1
(ω2 + s2δ,i)

6
c20

δ2n

n
∏

i=1
s2δ,i

=
c20
δ20
.

Из последнего неравенства и условия (14) заключаем, что если

δ0 =
|c0|f

∗

y∗
,(30)

то sup
06ω<∞

|tyf (jω)| 6
|c0|
δ0

= y∗

f∗
.

Итак, справедливо следующее

У тв е ржд е ни е 4.3. Требование к точности выполняется, если свобод-
ный коэффициент δ0 полинома δ(s) удовлетворяет условию (30), а числа µi,
i = 1, n−m в выражении (22) достаточно малы.

Перерегулирование равно
σ = 0.

Действительно, передаточная функция системы имеет вид tyf (s) =
c0
δ(s) , где

корни полинома δ(s) вещественные. Последнее означает отсутствие перерегу-
лирования, так как в соответствии с [15] при наихудшем внешнем возмущении

sup
t06t<t1

|y(t)| = |c0|f∗

δ0
.
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4.4. Процедура синтеза

Процедура 4.1 (синтеза регулятора) состоит из операций:

1. Определить корни модального полинома по формулам (28), (29), что
обеспечивает запасы устойчивости и время регулирования.

2. Вычислить свободный коэффициент полинома δ(s)

δ0 = δn

n
∏

i=1

sδ,i

и сравнить его с требуемым числом в правой части (30).

Если этот коэффициент меньше этого числа, то необходимо следующее.

3. Сформировать на основе выражения (28) величины

sδ,i = |sd,i|(1 + ρiqm), i = 1, n,

где qm > 1, и увеличивать последовательно число qm до тех пор, пока не
выполнится условие из пункта 2.

4. Найти полиномы регулятора (12), решая тождество Безу d(s)g(s)−
−k(s)r(s) = ε(s)k(s)δ(s), в котором полином ε(s) вида (22) с достаточно ма-
лыми числами µi, i = 1, n −m.

4.5. Точность управления в общем случае полинома c(s) при возмущении

В общем случае полином c(s) имеет вид

c(s) = cp

p1
∏

i=1

(s+ sc,i)

p1+p2
∏

i=p1+1

(s2 + 2ξc,isc,i + s2c,i),

где cp — число, (−sc,i), i = 1, p1, p1 + 2p2 = n — вещественные корни,

(−ξc,i ± j
√

1− ξ2c,i)sc,i, |ξc,i| < 1, i = p1 + 1, p + p2 — комплексные корни.

В этом случае частотная передаточная функция системы принимает при
dn = δn = 1 вид

|tyf (jω)|
2 =

c2p

p1
∏

i=1
(ω2 + sc,i)

p1+p2
∏

i=p1+1
[ω4 + 2(2ξ2c,i − 1)s2c,iω

2 + s4c,i]

p1
∏

i=1
(ω2 + sδ,i)

p1+p2
∏

i=p1+1
(ω2 + s2δ,i)(ω

2 + s2δ,i+1)
n
∏

i=p1+p2+1
(ω2 + s2δ,i)

.

(31)

Пусть для корней полиномов c(s) и δ(s) выполняются неравенства

s2c,i 6 s2δ,i, i = 1, p11, s2c,i > s2δ,i, i = p11 + 1, p1,

s2c,i 6 s2δ,i, i = p1 + 1, p22, s2c,i > s2δ,i, i = p22 + 1, p1 + p2.
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Представим передаточную функцию (31) в виде

|tyf (jω)|
2 = c2pβ11(ω)β12(ω)β21(ω)β22(ω)β3(ω),

где

β11(ω) =

p11
∏

i=1
(ω2 + s2c,i)

p11
∏

i=1
(ω2 + s2δ,i)

, β12(ω) =

p1
∏

i=p11+1
(ω2 + s2c,i)

p1
∏

i=p11+1
(ω2 + s2δ,i)

,

β21(ω) =

p22
∏

i=p1+1
[ω4 + 2(2ξ2c,i − 1)s2c,iω

2 + s4c,i]

p22
∏

i=p1+1
[(ω2 + s2δ,i)(ω

2 + s2δ,i+1)]

,

β22(ω) =

p1+p2
∏

i=p22+1
[ω4 + 2(2ξ2c,i − 1)s2c,iω

2 + s4c,i]

p1+p2
∏

i=p22+1
[(ω2 + s2δ,i)(ω

2 + s2δ,i+1)]

,

β3(ω) =
c2p

n
∏

i=p1+p2+1
(ω2 + s2δ,i+1)

.

У тв е ржд е ни е 4.4. Если для n − p корней базового полинома выполня-
ется условие

n
∏

i=p1+p2+1

s2δ,i > β12(0)β22(0)
f∗2

y∗2
c2p,(32)

то требование к точности выполняется.

5. Заключение

Для минимально-фазовых объектов установлена связь структуры и ко-
эффициентов правой части тождества Безу с показателями системы (точно-
стью, быстродействием, запасами устойчивости), регулятор которой является
решением этого тождества.

Используя эту связь, построен метод синтеза регулятора, обеспечивающе-
го (при отсутствии помех измерения) заданные значения показателей систе-
мы.

Автор благодарен В.Н. Честнову за обсуждение работы и полезные заме-
чания.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 3.1. Запишем рассматриваемое
тождество в развернутой форме, опуская нижний индекс ε в полиноме gε(s):

(

dns
n +

n−1
∑

i=0

dis
i

)(

ρ
∑

i=0

gis
i

)

−

n−1
∑

i=0

r̃is
i =

(

δns
n+

n−1
∑

i=0

δis
i

)(

ρ
∑

i=1

εis
i+1

)

.(Π.1)

Сравнивая коэффициенты при степенях s от n+ ρ до n, получим следую-
щую систему уравнений для определения коэффициентов gi, (i = 0, ρ):

dngβ = δnεβ −

ρ−β
∑

i=1

dn−i gβ+i +

ρ−β
∑

i=1

δn−i εβ+i, β = 0, ρ.(Π.2)

Выражение (21) для коэффициентов полинома реализуемости означает,
что при достаточно малых νi, i = 1, ρ

ερ ≪ ερ−1 ≪ . . .≪ ε2 ≪ ε1 ≪ 1.(Π.3)

В правых частях уравнений (Π.2) содержатся искомые коэффициенты при
старших степенях s, а в левых — коэффициенты при степенях s на единицу
меньше. Поэтому с учетом неравенств (Π.3) и условия (19) заключаем

gβ = εβ + 01,β(ν), β = 0, ρ.(Π.4)

Теперь сравним коэффициенты в тождестве (Π.1) при степенях s от n− 1
до 0 и получим следующую систему уравнений для нахождения коэффици-
ентов ri, i = 0, n− 1:

r̃n−α = dn−α g0 − δn−α ε0 +

n−α
∑

i=1

dn−α−i gi −

n−α
∑

i=1

δn−α−iεi, α = 1, n.

Так как величина g0 близка к 1 (ε0 = 1), а остальные коэффициенты при di
и δi, i = 1, n− α могут быть сделаны сколь угодно малыми, то с учетом вы-
ражений (Π.3) и (Π.4) получим r̃j = rj + 02,j(ν), j = 0, n − 1.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 4.1. Рассмотрим два вида функций,
из которых состоит левая часть неравенства (25),

a1(ω) =
ω2 + a21
ω2 + b21

, a2(ω) =
ω4 + 2a22c1ω

2 + a42
ω4 + 2b22c2ω

2 + b42
.(Π.5)

Эти функции обладают следующими, почти очевидными, свойствами.

Свойство 1. Если a21 > b21, то a1(ω) > 1, 0 6 ω <∞.

Свойство 2. Если a22 > b22, c1 > 1, −1 6 c2 6 1, то a2(ω) > 1, 0 6 ω <∞.
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Используя эти свойства, рассмотрим передаточную функцию (25). Из
свойства 1 и неравенства (26) следует

|δ(jω)|2

|d(jω)|2
>

n1+n2
∏

i=n1+1
[ω4 + (s2δ,i + s2δ,i+1)ω

2 + s2δ,is
2
δ,i+1]

n1+n2
∏

i=n1+1
[ω4 + 2(2ξ2d,i − 1)s2d,iω

2 + s4d,i]

=

=

n1+n2
∏

i=n1+1

[ω4 + 2c1,is
2
δ,iω

2 + s2δ,is
2
δ,i+1]

n1+n2
∏

i=n1+1

[ω4 + 2c2,is
2
d,iω

2 + s4d,i]

,

где

c1,i =
s2δ,i + s2δ,i+1

2s2δ,i
, c2,i = 2ξ2d,i − 1, i = n1 + 1, n1 + n2.(Π.6)

Нетрудно видеть, что так как sδ,i+1 > sδ,i, то c1,i > 1. Так как |ξ2d,i| 6 1,

то −1 6 c2,i 6 1 и, таким образом, при условиях (26), (27) справедливо свой-
ство 2. Поэтому

|δ(jω)|2

|d(jω)|2
> 1.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 4.4. Продолжим исследование
функций (Π.5).

Свойство 3. Если a21 6 b21, то a1(ω) 6 1, 0 6 ω <∞.

Дока з а т е л ь с т в о. Оно аналогично доказательству свойства 1.

Свойство 4. Если a22 6 b22, −1 6 c1 6 1, c2 > 1, то a2(ω) 6 1, 0 6 ω <∞.

Дока з а т е л ь с т в о. Из этого неравенства следует выражение

b42 − a42 + 2(b22c2 − a22c1)ω
2
> 0,

которое выполняется, если

b22 > a22, b22c2 > a22c1.

Из этих свойств следует, если ввести обозначения, аналогичные (Π.6), что

β11(ω) 6 1, β21(ω) 6 1, 0 6 ω <∞.

Свойства 1 и 2 дают нижние границы функций (Π.5). Найдем верхние гра-
ницы этих функций.

Свойство 5. Если a21 > b21, то

a1(ω) 6
a21
b21
, 0 6 ω <∞.(Π.7)
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Дока з а т е л ь с т в о. Запишем с учетом определения (Π.5) неравен-
ство (Π.7) как

b21ω
2 + b21a

2
1 6 a21ω

2 + a21b
2
1.

Это дает a21 > b21. Обратно, из последнего следует неравенство (Π.7).

Свойство 6. Если a22 > b22, −1 6 c1 6 1, c2 > 1, то a2(ω) 6
a4
2

b4
2

.

Дока з а т е л ь с т в о. Запишем это неравенство как

b42ω
4 + 2a22b

4
2c1ω

2 + a42b
4
2 6 a42b

4
2 + 2a42b

2
2c2ω

2 + a42ω
4,

или
(a42 − b42)ω

4 + 2a22b
2
2(a

2
2c2 − b22c1)ω

2
> 0.

Последнее выполняется, так как a22 > b22 и a22c2 > b22c1.

Из свойств 5 и 6 следует, что

β12(ω) 6

p1
∏

i=p11+1
s2c,i

p1
∏

i=p11+1
s2δ,i

= β12(0), β22(ω) 6

p1+p2
∏

i=p22+1
s4c,i

p1+p2
∏

i=p22+1
s2δ,is

2
δ,i+1

= β22(0).

Таким образом,

|tyf (jω)|
2
6 β12(0)β22(0)β3(ω) 6 β12(0)β22(0)β3(0)

и тогда из неравенства

β12(0)β22(0)β3(0) 6
y∗2

f∗2

следует неравенство (32) утверждения.
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