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НЕМОДЕЛИРУЕМАЯ ДИНАМИКА И ТОЧНОСТЬ
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

Рассматриваются системы с неучитываемыми при синтезе регулятора
“малыми” постоянными времени объекта, о которых известна лишь их
верхняя граница. Исследуется их влияние на точность регулирования.
Получена граница достижимой точности.

1. Введение

Обеспечение требуемой точности (ошибки регулирования меньше задан-
ной) является основной целью многих систем автоматического управления.
Поэтому интенсивно развиваются методы синтеза таких систем начиная
с метода логарифмических амплитудно-частотных характеристик (метода
ЛАЧХ) [1, 2]. В последние десятилетия разработаны такие методы, как ме-
тоды аналитического синтеза регуляторов (базирующиеся на аналитическом
конструировании регуляторов (LQ-оптимизации) [3]), H∞-оптимизации [4],
линейных матричных неравенствах [5] и метод эллипсоидальных оценок [6].

Требуемая точность не всегда может быть достигнута из-за немоделируе-
мой динамики. Немоделируемая динамика – это неизвестные малые постоян-
ные времени, не учтенные при синтезе регулятора. Эти постоянные времени
изменяют структуру дифференциального уравнения объекта, используемого
при синтезе регулятора, и поэтому далее будем называть немоделируемую
динамику структурным возмущением.

При большом коэффициенте усиления системы, который обеспечивает ма-
лую ошибку регулирования, структурные возмущения приводят к неустойчи-
вости системы [7, 8]. В методе ЛАЧХ устойчивость при структурном возму-
щении обеспечивается выбором частоты среза так, чтобы она была меньше
частот изломов ЛАЧХ, соответствующих малым постоянных времени. Ана-
логичный подход используется при аналитическом синтезе регуляторов на
базе LQ-оптимизации [3]. Он обеспечивает согласование требуемой точности с
уровнем структурных возмущений, который является известным максималь-
ным значением неизвестных малых постоянных времени.

В зарубежной литературе исследуется влияние немоделируемой динамики
различной структуры (мультипликативной, аддитивной и т.п.) на устойчи-
вость систем, оптимальных по различным критериям [9].

24



Цель этой работы состоит в том, чтобы найти условия несогласованности
требований к точности со структурными возмущениями.

2. Немоделируемая динамика (структурные возмущения)

Рассмотрим асимптотически устойчивую систему управления, описывае-
мую дифференциальными уравнениями с постоянными коэффициентами

dny
(n) + dn−1y

(n−1) + . . . + d1ẏ + d0y = kmu(m) + . . .+ k1u̇+ k0u+

+ cqf
(q) + . . .+ c1ḟ + c0f, t > t0, m < n, q < n,

(2.1)

gnc
u(nc) + gnc−1u

(nc−1) + . . . + g1u̇+ g0u =

= rmc
y(mc) + . . .+ r1ẏ + r0y, mc 6 nc,

(2.2)

где y(t) – измеряемый выход объекта (2.1), u(t) – измеряемый выход регуля-
тора (2.2), f(t) – неизвестное ограниченное внешнее возмущение:

|f(t)| 6 f∗, t > t0,(2.3)

f∗ – известное положительное число.

Уравнения (2.1) будем называть рабочей моделью объекта управления.

В действительности объект описывается уравнением

dn0
y(n0) + dn0−1y

(n0−1) + . . .+ dn+1y
n+1 + d̃ny

(n) + d̃n−1y
(n−1) + . . . +

+ d̃0y = km0
u(m0) + . . . + km+1u

m+1 + k̃mu(n) + . . . + k̃0u+

+ cqf
(q) + . . .+ c1ḟ + c0f, m0 < n0,

(2.4)

где di (i = n+ 1, n0), kj (j = m+ 1,m0), n0 > n, m0 > m – неизвестные чис-
ла, называемые структурными возмущениями рабочей модели (2.1). Будем
полагать, что коэффициенты уравнения (2.4), если его записать как

db(s)y = kb(s)u+ c(s)f,(2.5)

где s символ преобразования по Лапласу при нулевых начальных условиях,
обладают свойством

db(s) =

n0
∑

i=n+1

dis
i +

n
∑

i=0

d̃isi = d̄(s)d(s) =

=

(

n̄
∑

i=1

d̄is
i + 1

)

d(s), n̄ = n0 − n,

(2.6)

kb(s) =

m0
∑

i=m+1

kis
i +

m
∑

i=0

k̃isi = k̄(s)k(s) =

=

(

m̄
∑

i=1

k̄is
i + 1

)

k(s), m̄ = m0 −m.

(2.7)
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В этом случае передаточная функция объекта (2.4) имеет вид

wb(s) =
kb(s)

db(s)
= w̄(s)w(s),(2.8)

где w(s) – передаточная функция рабочей модели объекта:

w(s) =
k(s)

d(s)
=

k

sν

ň1
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(

Ťis+ 1
)

ň1+ň2
∏

i=ň1+1

(

Ť 2
i s

2 + 2ξ̌iŤis+ 1
)
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∏
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(Tis+ 1)

n1+n2
∏

i=n1+1

(

T 2
i s

2 + 2ξiTis+ 1
)

e−τs,

|ξi| 6 1, |ξ̌j | 6 1, i = n1 + 1, . . . , n1 + n2, j = ň1 + 1, . . . , ň1 + ň2,

n1 + 2n2 + ν = n, ň1 + 2ň2 = m,

(2.9)

τ – запаздывание.

w̄(s) – передаточная функция структурных возмущений (немоделируемой
динамики):

w̄(s) =
k̄(s)

d̄(s)
=

p̌1
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i=1

(

Ľis+ 1
)

p̌1+p̌2
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i=p̌1+1

(

Ľ2
i s

2 + 2ζ̌iĽis+ 1
)

p1
∏

i=1

(Lis+ 1)

p1+p2
∏

i=p1+1

(

L2
i s

2 + 2ζiLis+ 1
)

e−τ̄ s,

|ζi| 6 1, |ζ̌j | 6 1, i = p1 + 1, . . . , p1 + p2, j = p̌1 + 1, . . . , p̌1 + p̌2,

p1 + 2p2 = n̄, p̌1 + 2p̌2 = m̄.

(2.10)

Постоянные времени, декременты затухания и запаздывание, входящие в
эту передаточную функцию не известны, поэтому структурное возмущение
называют немоделируемой динамикой.

О структурном возмущении известно следующее:

а) полином d̄(s) его передаточной функции гурвицев (корни полинома d̄(s)
имеют отрицательные вещественные части),

b) модуль этой передаточной функции ограничен:

|w̄(jω)| 6 1, 0 6 ω < ∞,(2.11)

c) известна верхняя граница L неизвестных постоянных времени и запаз-
дывания

L = max
{

L1, . . . , Lp1+p2 , τ̄ , |Ľ1|, . . . ,
∣

∣Ľp̌1+p̌2

∣

∣

}

.(2.12)

Число L будем называть уровнем структурных возмущений.

Если величина L не известна, то для асимптотически устойчивых объектов
обычно полагают, что она меньше минимальной постоянной времени Tmin

рабочей модели:

L 6 Tminq
−1
1 ,(2.13)
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где

Tmin = min
{

T1, . . . , Tn1+n2
, |Ť1|, . . . ,

∣

∣Ťň1+ň2

∣

∣

}

,(2.14)

q1 = 5 ÷ 10, и поэтому постоянные времени структурных возмущений назы-
вают малыми постоянными времени объекта либо “паразитными” [8] посто-
янными времени, так как они могут нарушить устойчивость системы.

Опр е д е л е н и е 2.1. Система (2.1), (2.2) называется структурно гру-

бой, если ее асимптотическая устойчивость сохраняется при структурных
возмущениях заданного уровня (L); если асимптотическая устойчивость не

сохраняется, то система называется структурно негрубой.

Немоделируемой динамике посвящено большое число работ. В зависимо-
сти от ее природы наряду с (2.8) рассматриваются модели

wb(s) = w̃(s) + w(s),(2.15)

wb(s) = w(s)(1 + w̃(s))(2.16)

с различными свойствами передаточной функции немоделируемой динами-
ки w̃(s).

Так, в [10] эта функция удовлетворяет неравенству

|w̃(jω)| 6 l(ω), 0 6 ω < ∞,(2.17)

где l(ω) – известная функция.

В [11] немоделируемая динамика наделяется статистическими свойствами

M(w̃(jω)) = 0, M(w̃(−jω)w̃(jω)) = α2(ω),(2.18)

где M – символ математического ожидания, α(ω) – известная функция.

В настоящей работе немоделируемая динамика w̃(s) = w̄(s) описывает
структурные возмущения известного уровня.

3. Постановка задачи

Пусть внешнее возмущение принадлежит некоторому множеству Ωf огра-
ниченных функций (2.3)

f(t) ∈ Ωf .(3.1)

Точность системы (2.1), (2.2) при внешнем возмущении определяется как наи-
меньшее положительное число ȳ, удовлетворяющее начиная с некоторого мо-
мента времени tp > t0 условию

|y(t)| 6 ȳ, t > tp,(3.2)

в котором tp – время затухания переходных процессов, вызванное, в частно-
сти, начальными условиями.
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Требование к точности системы имеет вид

ȳ(t) 6 y∗,(3.3)

где y∗ – заданное число.

Будем полагать, что существует регулятор (2.2), при котором требование
к точности системы (2.1), (2.2) выполняется.

Опр е д е л е н и е 3.1. Требуемая точность y∗ системы (2.1), (2.2) назы-

вается не согласованной с уровнем структурных возмущений, если эта си-

стема является структурно негрубой.

В методе ЛАЧХ требуемая точность согласовывается с уровнем структур-
ных возмущений путем выбора частоты среза ωср желаемой ЛАЧХ, чтобы
выполнялось неравенство

L 6 1/q2ωср,(3.4)

где q2 – положительное число, зависящее от числа постоянных времени струк-
турных возмущений. Обычно полагают q2 = 5÷ 10.

Частота среза системы определяется как

ωср = max[ω1, . . . , ωp], i = 1, . . . , p,

где частоты ωi, i = 1, . . . , p, находятся из уравнения

|wраз(jωi)| = 1, i = 1, . . . , p,(3.5)

в котором wраз(s) – передаточная функция разомкнутой системы:

wраз(s) = −
k(s)

d(s)

r(s)

g(s)
.(3.6)

Если найдется такая частота ω, что |wраз(jω)| > 1, то частота среза суще-
ствует, так как

lim
ω→∞

|wраз(jω)| = 0.(3.7)

Это равенство следует из того, что степень полинома знаменателя переда-
точной функции разомкнутой системы больше степени ее числителя

deg[d(s)g(s)] > deg[k(s)r(s)].(3.8)

Такой способ согласования требуемой точности с уровнем структурных
возмущений использует процедуру формирования желаемой ЛАЧХ, которая
лежит в основе синтеза регулятора.

Задача состоит в том, чтобы найти признаки несогласованности требуемой
точности с уровнем структурных возмущений до начала синтеза регулятора.

Решение этой задачи опирается на следующее понятие.
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Опр е д е л е н и е 3.2. Частотой эффективности регулятора ωe называ-

ется минимальная из частот, определяемых равенством

|c(jωe)|f
∗

|d(jωe)|y∗
= 2.(3.9)

Чтобы выяснить содержание этого понятия для асимптотически устойчи-
вых объектов управления, рассмотрим гармоническое внешнее возмущение

f(t) = f∗ sinωet,(3.10)

принадлежащее множеству Ωf ,

f∗ sinωet ∈ Ωf .(3.11)

В установившемся режиме, при t → ∞, выход системы (2.1), (2.2) равен

y(t) = af (ωe) sin [ωet+ ϕ(ωe)] ,(3.12)

где амплитуда af (ωe) = |tyf (jωe)|f
∗ и фаза ϕ(ωe) = arg tyf (jωe) определя-

ются передаточной функцией tyf (s), связывающей выход объекта с внешним
возмущением:

tyf (s) =
g(s)c(s)

d(s)g(s) − k(s)r(s)
.(3.13)

Выход объекта в тех же условиях, но при отсутствии регулятора (в уравне-
нии (2.1) u = 0) имеет вид

ỹ(t) = ãf (ωe) sin [ωet+ ϕ̃(ωe)] ,(3.14)

где амплитуда ãf (ωe) = |wyf (jωe)|f
∗ и фаза ϕ(ωe) = argwyf (jωe) определя-

ются передаточной функцией wyf (s) = c(s)/d(s).

Таким образом,

ãf (ωe) =
|c(jωe)|f

∗

|d(jωe)|
.(3.15)

Обозначим как v(ω) отношение амплитуд выхода объекта без регулятора и с
ним:

v(ω) = ãf (ω)/af (ω).(3.16)

Гармоническое внешнее возмущение приналежит множеству Ωf , для которого
регулятор обеспечивает требование к точности, и поэтому

af (ωe) 6 y∗.(3.17)

Используя определение частоты эффективности, оценим на основе выраже-
ний (3.17), (3.15) нижнюю границу отношения амплитуд на этой частоте

v(ωe) = ãf (ωe)/af (ωe) > ãf (ωe)/y
∗ = 2.(3.18)

Эти соотношения означают, что если объект асимптотически устойчив,
то при гармоническом внешнем возмущении с частотой ωe регулятор обес-
печивает выход, который может быть лишь в 2 раза меньше, чем при его
отсутствии.
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4. Признак несогласованности требуемой точности
и уровня структурных возмущений

У тв е ржд е ни е 4.1. Если уровень структурных возмущений таков,

что

L > 1/ωср,(4.1)

то существуют постоянные времени передаточной функции структурных

возмущений такие, что система (2.4), (2.2) находится на границе устой-

чивости.

Доказательство этого утверждения, приведенное в Приложении, носит
конструктивный характер и число постоянных времени структурных возму-
щений составляет от четырех до восьми в зависимости от свойств парамет-
рически невозмущенной системы.

Прим еч а ни е 4.1. Число постоянных времени структурных возмущений
может оказаться небольшим (одна-две постоянных). При таких слабых струк-
турных возмущениях, удовлетворяющих условию (4.1), система (2.4), (2.2)
может сохранять асимптотическую устойчивость.

Таким образом, условие (4.1) является признаком потери асимптотической
устойчивости при структурных возмущениях.

У тв е ржд е ни е 4.2. Частота эффективности регулятора меньше ча-

стоты среза

ωe < ωср.(4.2)

Доказательство этого утверждения несложно.

Действительно, найдем связь отношения амплитуд с передаточной функ-
цией разомкнутой системы. Для этого запишем передаточную функцию си-
стемы как

tyf (s) =
c(s)

d(s)(1 + wраз(s))
.(4.3)

Тогда отношение амплитуд

v(ω) = ãf (ω)/af (ω) = |wyf (jω)|/|tyf (jω)| = |1 +wраз(jω)|(4.4)

или

|v(ω)|2 = 1 + 2a(ω) cosϕ(ω) + a2(ω),(4.5)

где a(ω) = |wраз(jω)|, ϕ(ω) = Argwраз(jω).

Из выражений (4.5) и (3.18) следует

1 + 2a(ωe) cosϕ(ωe) + a2(ωe) > 4.(4.6)

Учитывая,что
−1 < cosϕ(ωe) 6 1,
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получим
a(ωe) > 1.

По определению ωср – наибольшая из частот, удовлетворяющих равенству
a(ωср) = 1, и так как limω→∞ |a(jω)| = 0, то из неравенства a(ωe) > a(ωср)
следует неравенство ωe 6 ωср утверждения.

Приведем два простых следствия утверждений 1 и 2.

Сл ед с т в и е 4.1. Неравенство

L > 1/ωe(4.7)

является признаком несогласованности требуемой точности системы с

уровнем структурных возмущений.

Действительно, из неравенства L > 1/ωe следует по утверждению 4.2, что
L > 1/ωср, и тогда по утверждению 4.1 заключаем о несогласованности.

Признак (4.7) содержит известные до начала синтеза регулятора величи-
ны, и поэтому, если при известных уравнениях (2.1) объекта и уровне струк-
турных возмущений требуется построить регулятор (2.2), обеспечивающий
заданную точность, то вначале необходимо проверить, достижима ли эта точ-
ность. Для этого находим по формуле (3.9) частоту эффективности и прове-
ряем неравенство (4.7). Если оно выполняется, то ищем наименьшее значение
требуемой точности, обозначаемое как y∗∗, при котором неравенство (4.7) на-
рушается, и синтезируем регулятор для величины

y∗ > y∗∗.(4.8)

Возможен другой вариант признака (4.7). В связи с этим введем число

yr =
|c(j/L)|f∗

|d(j/L)|2
.(4.9)

Сл ед с т в и е 4.2. Если для требуемой точности выполняется неравен-

ство

y∗ 6 yr,(4.10)

то это является признаком несогласованности точности системы с уров-
нем структурных возмущений.

Действительно, сравнивая выражения (4.9) и (3.9) заключаем, что частота
ωe = 1/L является частотой эффективности регулятора при y∗ = yr. Тогда
из утверждения 4.2 следует, что 1/L < ωср и на основе утверждения 4.1
заключаем о несогласованности.

5. Пример

Рассмотрим объект управления, рабочая модель которого описывается
уравнением

d3
...
y + d2ÿ + d1ẏ + y = k1u̇+ u+ f,(5.1)
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в котором

d3 = 0,2, d2 = 1,24, d1 = 5,24, k1 = 0,4.(5.2)

Числам (5.2) соответствуют следующие постоянные времени и декремент за-
тухания:

T1 = 5, T2 = 0,2, ξ2 = 0,6, Ť1 = 0,4 k = 1.(5.3)

Передаточная функция объекта равна

w(s) =
0,4s + 1

(5s + 1)(0,04s2 + 0,24s+ 1)
.(5.4)

Внешнее возмущение –

f(t) = sinωt, 0 6 ω 6 ∞.(5.5)

Граница структурных возмущений –

L = 0,04.(5.6)

Проверим согласованность требуемой точности y∗ = 10−4 с заданной гра-
ницей немоделируемой динамики L.

Для этого найдем число yr =
1

2 ∗ |d(j/L)|
= 1,61610−4. Это число превы-

шает требуемую точность системы, и поэтому она может терять устойчивость
при структурных возмущениях.

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим регулятор с передаточной функцией

wp(s) = −
0,2s4 + 1,45s3 + 6,58s2 + 6,7s+ 1,414

1,3 · 10−9s4+4 · 10−5s3+1,8 · 10−4s2+2,5 · 10−4s+1,11 · 10−4
.(5.7)

Амплитудно-частотная характеристика системы (5.4), (5.7) удовлетворяет
неравенству |tyf(jω)| < 10−4 для всех частот и, следовательно, этот регуля-
тор обеспечивает требуемую точность, если не учитывать структурные воз-
мущения.

Пусть передаточная функция структурных возмущений равна

w̄(s) =
1

(L1s+ 1) (L2s+ 1)
,(5.8)

где

L1 = 0,04, L2 = 0,00008.(5.9)

При таких структурных возмущениях система неустойчива.

Заметим, что она теряет устойчивость и при меньших значениях коэффи-
циентов передаточной функции (5.8):

L1 = 0, 0008, L2 = 0, 00008.
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Рассмотрим два случая слабых структурных возмущений, передаточные
функции которых содержат одну постоянную времени либо запаздывание:

w̄(s) =
1

(L1s+ 1)
,(5.10)

w̄(s) = e−τ̄ s,(5.11)

где L1 = 0,04, τ̄ = 10−4.

При каждом из этих структурных возмущений система (5.4), (5.7) асимп-
тотически устойчива.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 4.1. Передаточная функция
структурно возмущенной системы (2.4), (2.2) имеет вид (2.8)

wb
раз

(s) = wраз(s)w̄(s)(Π.1)

Ее амплитудно- и фазо-частотные характеристики

ab(ω) = a(ω)ā(ω), ϕb(ω) = ϕ(ω) + ϕ̄(ω),(Π.2)

где a(ω) = |wраз(jω)|, ϕ(ω) = Arg wраз(jω), ā(ω) = |w̄(jω)|, ϕ̄(ω) = Arg w̄(jω).

На частоте среза

a(ωср) = 1, ϕ(ωср) = ϕc + 2πν, ϕ̄(ωср) = ϕ̄c + 2πµ,(Π.3)

где ν и µ – целые числа, определяемые как целое отношений
ϕ(ωср)

2π
и
ϕ̄(ωср)

2πтак, что

−2π 6 ϕc 6 0, −2π 6 ϕ̄c 6 0.(Π.4)

Найдем коэффициенты передаточной функции структурных возмущений,
при которых выполняются равенства

ab(ωср) = 1, ϕb(ωср) = ϕc + ϕ̄c + 2π(ν + µ) = −π + 2πρ,(Π.5)

где ρ – целое число либо ноль.

Эти равенства означают, что годограф Найквиста системы (2.2), (2.4) про-
ходит через критическую точку (−1, j0) и поэтому система находится на гра-
нице устойчивости.

Первое из этих равенств выполняется при условии

ā(ωср) = 1.(Π.6)

Второе из них выполняется, когда

ϕ̄c = −π − ϕc + 2π(ρ− µ− ν).(Π.7)
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Разобьем первый из двух интервалов (Π.4) на два интервала

−π 6 ϕc 6 0,(Π.8)

−2π 6 ϕc 6 −π.(Π.9)

Для интервала (Π.8) получим на основе (Π.7) при ρ = µ+ ν

ϕ̄c = −π − ϕc (−π 6 ϕ̄c 6 0),(Π.10)

а для интервала (Π.9) при ρ = µ+ ν − 1 найдем

ϕ̄c = −3π − ϕc (−2π 6 ϕ̄c 6 −π).(Π.11)

Передаточную функцию, для которой удовлетворяются условия (Π.6),
(Π.10), будем искать в виде

w̄(s) =
(−Tbs+ 1)2

(Tbs+ 1)2
, Tb > 0.(Π.12)

Найдем такое Tb 6 1/ωср, что при структурном возмущении (Π.12) система
будет на границе устойчивости.

Фазо-частотная характеристика этого возмущения равна

ϕ̄(ω) = −4 arctg Tbω.(Π.13)

Подставим это выражение в (Π.10) и получим

arctg Tbωср =
π + ϕc

4
,

или

Tb =
1

ωср

tg
π + ϕc

4
.(Π.14)

При −π 6 ϕc 6 0 получим 0 6 tg
π + ϕc

4
6 1 или 0 6 Tb 6

1

ωср

. При

значениях Tb из этого интервала система находится (в зависимости от ϕc) на
границе устойчивости.

Если ϕc находится в интервале (Π.9), то примем

w̄(s) =
(−Tbs+ 1)4

(Tbs+ 1)4
.

В этом случае ϕ̄(ω) = −8 arctg Tbω и тогда

Tb =
1

ωср

tg
3π + ϕc

8
.(Π.15)
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