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�k sin	k1t� t�2 1)+2
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 �� ������ G����

H�k : �k1
 2 :
+

�k


tF	�Z

tF

y1t2 sin	k1t� t�2 dt
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��� ��������

�
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Hd1s2Hg1s2� Hk1s2Hr1s2 : �1s2� 1)62
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 ����������� �����
���� ��
 ������� ���������

g���1s2u : r���1s2y < v���� 1)72
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F	��"��
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 v���1t2 �

0�	���� � ����
��� ����� B�������B! ��� ���
 � ()4* ��	���� 
� ����
����
�
��
������ 	�	��
 ! �������
"�	
 ���

�k : Rewcl1j	k2 �k : Imwcl1j	k2 k : )� +n � )� 1++2

���

wcl1s2 : k1s2�����1s2 1+,2

8����� ���# ��	���� # ����
����� ��#��
�	
 ��� � #�� ������� G���� 1),2! ���

 : +n� ) � H�k� H�k ��
��
"�	
 �� H�k� H�k 1k : )� +n� )2 �

;� �����
 ��������� ���
���
 �������
 ,�)� ��
 ������������� B�������B 1+42?
�����%�
 � 	�	��
� 1)2! 1)72 �	� ������� � 	����� 162! ��� 
 : +n�) ! ��
���
 � #�� 
������� G���� �k1qTb2� �k1qTb2 1k : )� +n � )2 ! ��'�
 ��	���� � ��������
 1)/2! ���

 : +n � ) ! � H�k� H�k ��
���� ������
� H�k : �k1qTb2� H�k : �k1qTb2 1k : )� +n� )2 ! �
Hdi K �� �

���
i 1i : 4� +n � )2 � � ���������� ������
 ������

H�
���
i : �

���
i 1qTb2 Hk

���
j : k

���
j 1qTb2 i : 4� +n � ) j : 4� n� ) 1+-2

L	�� 	���	����� ��	�� q : q� �����! ��� ����� � �	����


j�i � H����
i 1qTb2j � ��i i : 4� +n � ) 1+.2

� ����
"�	
! �� N : + � �	��
 � ������
 �����
���� 1,2 �
�"� ���? g1s2 : g���1s2
� r1s2 : r���1s2 �

D����	�� ������������� �������! ���������
 �� �����
 ���������! 
�%�� � ��
����	������� � �����
� ���������
 1+.2 
���� �� � ����
�	
� ��� ���
 ���
�%� ���
	����
?
1a2 	���	���"� �
������ � ��	��� �	� ���������� 	������ v���1t2 ! ��� ����� #

����������
 1/2 � ����
"�	
!

1�2 ������ 	������ �� 	���	����� 1��� 
�%�� 	�����	
! �����
��! �	�� 	�	��
� 1)2!
1)72 � ���	�������! ���� �	�� �������	��� 1/2 ����'�"�	
 ��� v��� : 4 2�

$�		
����
 ��%��" �� ���# 	��������
� 	 � � � � � 1�2 ������ ��	���� # ����
����� ��
������ 	�	��
 �	�����

��"�	
 ��
 ����'���
 ������ ��	���� # ����
����� �������! �������� # �� �����

���������� 9�
 ���� ���� �	��������	
 	�
��

�k < j�k :
�k < j�k

1�k < j�k2w
���
c 1j	k2 < w

���
l 1j	k2

�
k : )� n

�
1+/2

��� w���
c 1s2 : r���1s2�g���1s2� w

���
l 1s2 : )�g

���1s2

&�� 	�
�� 	������ �� � ��%���
 1+,2! �	�� ��� ����	��� � ���� wc�1s2 :
w1s2w���

� 1s2

) �w1s2w���
c 1s2

�

8����� ��	���� # ����
����� ������� �k1qTb2 ! �k1qTb2 � ��	�
"�	
 �� ���
���

1+/2 ��	�� ��
�� �k � �k 1 k : )� n 2 �# ������
� �k1qTb2 ! �k1qTb2 1 k : )� n� q :
Mq�� � � � 2! ��� Mq� = ��� 
��	�
������ ��	�� q ! ��
 �������� � �� �������� ����� �
�	����
 1+.2� L	�� Mq� � q� <K ! ����� �������


/



Mq� : q� <K� 1+52

��� K = �������� ����� ����%�������� ��	���
$�'�
 ��	���� � ��������
 1)/2 ��� H�k : �k1qTb2 ! H�k : �k1qTb2 1i : o� n� )� q :

Mq�� � � �2 ������
! ��	�� � �������
 � 
�
��� ���
��� 
 : q�Tb ����#���
 # �	�����
1)52! ������ Hdi : di1qTb2 ! Hki : ki1qTb2 1i : 4� n� )2 � $�'���� ��%��	��� J��� 1)62 ���
���# ������# ��E� ����������� �����
���� ��
 �������� ���������

g�
�1s2u : r�
�1s2y < v�
� 1+62

� ����
� 	 � � � � � 1�2 ��%�� ����"���� �����
��� 1)72 � �� ������
 ���������

��������� 	���
������� �#�� ������� u1t2 : v�
�1t2 : v���1t2 ! ���������
 ���

 �����
������ �� 	�������" 	 ���� 
 ���������
� � 	�
�� 	 ���
 ��
�����
 � #���� �������
G���� �	���	���
"�	
 �� ���
 ��������� ��� q : Mq
� � � � ! ���

Mq
 : q� <K� 1+72

N������
 ,�)� � ��%��	��� 1)62 ��"� ����������� �����
����

g���1s2u : r���1s2y < v��� 1,42

� ����

��  �!���� �"������
� #������� ���#
����

����E
 �������
 � ��	����
�������� �������

��k 1
 2 :
+

�k


tF	�Z

tF

Cy1t2 sin	k1t� t�2 dt

��k 1
 2 :
+

�k


tF	�Z

tF

Cy1t2 cos	k1t� t�2 dt

k : )� 
� 1,)2


��
"���	
 � #���
� ������� G����! �� �#�� �������� ����E�	
 B�	��	����� �B
1v�i� : 42 � #�� ������� 1)2 ���� 	�	��
 1)2! 152�
&���
���	�� '�# ���
������ f1t2 ��� ����	
 ���������	
��� 1��������
 


	 ��
���" ������� G����2 �� �������
 ������ �	� ������� # ��	��� 	k 1k : )� 
2 !
�	�� 	���	����� ���

 ���������� 
 � �����! ��� � ����
"�	
 �	����


j��k 1
 2j � ��k � j��k 1
 2j � ��k � 
 � 
 � k : )� 
� 1,+2

��� ��k � ��k 1k : )� 
2 = ������ � ��	���
L	�� ���
������ ������! ���

lim
���

��k 1
 2 : lim
���

��k 1
 2 : 4 k : )� n� 1,,2

�� f1t2 ��� ����	
 	����� GG � ��������
 
�
����%�
! ��� GG���������
�� ���
������ 	���	������ $�		
����
 ������"
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f1t2 :
n�X
k��

�k sin	
f
k 1t� t�2� t � t�� 1,-2

��� n� ! �k � 	f
k

�
k : )� n�

�
= ������	�� � ��	���

� #�� ������� 1)2 �
��� � ���
 	����� ��� Cy1t2 : yfb < O1t2 ! ��� � ��%�����

	�	����
"��
 yfb ���	 ����	
 � ��%����


yfb :
n�X
k��

�k
h
�f
k sin	

f
k 1t� t�2 < �f

k cos 	
f
k 1t� t�2

i
�

� ������
 �f
k � �f

k 1k : )� n�� i : )� n2 = ������� � ��	��! � ������
 O1t2 ����#���
1 lim
t��

O1t2 : 42 �

L	�� ��	��� ���
�����
 � �	� ���������� 	������ �� 	������"�? 	f
k �: 	i 1k :

)� n�� i : )� n2 ! �� ����� ���������! ��� �	����
 1,,2 � ����
"�	
 � ���
������ 1,-2
K 	����� GG � ��������
��

L	�� #��
 � ���� �� ��	��� ���
�����
 	�������� 	 �	� ���������! �����
��!
	f
� : 	� ! �� ���
������ 1,-2 = GG � ��������
� ��� �	�����

)

��

������f
�

��� � ���
)

��

������f
�

��� � ���

 �
��(
�	�� '�# L	�� ���
������ f1t2 = GG � ��������
�! �� 	���	����� ����


 ���������� 
 �� �����! ��� �'���� ���������� ��	���� # ����
����� �������
P�k1
 2 : �k � �k1
 2� P�k1
 2 : �k � �k1
 2 1k : )� n2 ����������
"� �������	���


jP�k1
 2j � ��k � jP�k1
 2j � ��k 1k : )� n2 1,.2

L	�� ���
������ f1t2 = 	����� GG � ��������
�! �� ��� �'���� = �	����"���
�������

lim
���

P�k1
 2 : lim
r��

P�k1r2 1k : )� n2 1,/2

9���������	��� �����%����
 ��������� � �����%����� &�� �����%����� 	 ������
	��" �� ��
�� �k1
 2� �k1
 2 �� �k1
 2� �k1
 2 ! � n �� +n� ) 	���������� ��
 	�	��
 
1)2! 152�

;������	��� 1,.2 ������"�! ��� ��	�� ��k � �
�
k 1k : )� n2 ! �������
"��� 	���	��� GG

� ��������
�	�� ���
�����
 f1t2 ! 
��
"�	
 �������
� �'���� ���������� �! �	�� ���
��	�� ��	������� 
�� ! �� ����� 
�� �'���� ������������� ������� 1)2 1���� 	��
	��
 1)2! 1522 � �����
� �����		 ��������� 	#����	
! �	�� �� ��������
 ��� ���������
��	��%�
� ���

 ���������� 
 �� � 9�	��%�
�	�� ������� 
 �� 	������ �� ����������
1+52! 1+722! ����� � ������"�! ��� ���������	�� ��%���� ��	����"���� ��������� ����
� '��� ���������	�� ���� ������ ���������! �� ������� 
��� �� �������" ��������
KTb � F� ����� 	���	��� ���������� ��������� � � ��%���� 1,/2 �������� 	����"����
 �
��(
�	�� '�) L	�� ���
������ f1t2 = 	����� GG � ��������
�! �� �����		

��������� 	#����	
�
8�
���
! ��� ���������� 	������ GG � ��������
�	�� ���
�����
 
�%�� �	������!

�	������
 �������
 	 ��	����������� 
� ����
� ())*! � 	������	���� 	 ����� 
 �	� �
������� � 	����� ��
��
�� ���� � 	������� ��%���� ��������� ��������� � ��������� 

6



��
�����
 � #��� ������� G����! �������� � � ������ � �� ������ ��������# ��������
�� ���������� 	�

���"�	
 � ���
�	
 ������
� L	�� ���
������ ������! ��� �������
1,)2 
��� ��
��
"�	
 ��� ���������� 
 ?

�����k 1 ��2
��� : j��k 1
 2j !

�����k 1 �� 2
��� :

�����k 1
 2
��� ! 1k : )� 
2 !

�� ��� ��������
 	��%���� ��� ������� � ����"�	
 � ��
 ����# ���
������ 	����
������� �����%����� .�+� A ����
� ���� ���
������ ����	��	
! � ��	���	��! ������

1,-2 ��� 	��������� ��	��� ���
�����
 � �	� ���������� 	�������

$� 
�����

��	�� �
���	
 �����	��" ������
�
 � � �	�
�������	�� �	������ � ������ �����
�����
! ���	 ���
 � ���������


���
y <d�Qy < d� Sy < d�y : k� Su< k�u< f 1,52

	 ������	�� 
� ������������
� � ������	�� 
 ���������� 
 ���
������
! �������
����
"��
 �	����"

jf1t2j � . 1,62

"�
��� *�# � ���������� ��������� ����� ����������� �����
����

g�Qu< g� Su< g�u : r�Qy < r� Sy < r�y 1,72

�����! ���� #��������	����	��� ������
 	�	��
 1,52! 1,72 � %����
 � ������
 ����
	�	��
 

�1s2 : s� < ).s� < 6.s
 < ++/s� < +5/s < )+4 1-42

����������
�� ���������



j�i � �ij � 4�+�i 1i : )� .2� 1-)2

+������	�� *�# 0�	���� � ��	����
��� ! �������"��� � �����		 ���������! �	��
��	���
��	� �� �&�T 	 ��
���" ������ N9N�UNJ� � ���# ��	����
����# �������
����� ������� �
��� 	����"��� �������


d� : /� +> d� : +/� +> d� : .> k� : �+> k� : .� 1-+2

����� � 	������	���"� ������������ �������

w1s2 :
+.1�4�-s < )2

1.s < )21s� < /s< +.2
1-,2

�� ����	���� ()+* ��	����� ������ 1benchmark2 ��
 �������� ����������	�� �������
��
���������! � ���
������ f1t2 : . sin )�.t �

; � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ������� 1,52 � � �����%��
�	� ������� � 	�����

u1t2 : 4�) sin 4�+t< 4�+ sin +t< 4�, sin /t 1--2
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� � 
�
��� ���
��� 
 : qTb ! ��� Tb :
+�

	�
: ,)� -	�� ! ��
���� � #�� �������

G���� 1),2 ��� 
 : , � ��� ���
 ��
 ��%���� q ��'���	� ��	���� � ��������
 1)/2
1
 : ,2 � ������
��	� ����#���
 � �	����
 1)52! � ����� #

C�di : 4�)di1qTb2 C�
k
j : 4�)kj1qT	2 1i : 4� +> j : 4� )2 1-.2

��� q : + �	����
 1)52 � �������	�! � 	������	���"��� ������ �������������
������� �
��� �������


Hd� : /�)7� Hd� : +.�66� Hd� : .�-7� Hk� : �)�75� Hk� : -�7 1-/2

��	�� ��'���
 ��%��	��� J��� 1)62 � �� ������� ����������� �����
����

g
���
� : 4�77� g���� : 6�6� g���� : .�56� r���� : 4�/)� r���� : +,�/7� r���� : )6�-5 1-52

; � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�	��
� 1,52!1,72 	
������������
� �����
���� 1-52 � � �����%�� �	� ������� � 	�����

v���1t2 : sin )t< + sin +t< - sin ,t< 6 sin -t< )/ sin /t 1-62

� ��
���� ! � 
�
��� ���
��� 
 : q MT	 ! ��� MTb : +� ! � #�� ������� G���� 1),2 ���

 : . �

9�
 ��%���� q ��'���	� ��	���� � ��������
 1)/2 ��� 
 : . � ������
��	� �����
� � �	����


j�i � �i1q MTb2j � 4�+�i 1i : 4� 2 1-72

��� q : )4 ��� �	����
 � �������	� � 	������������! �	��
 � �����
��� �
���
���

4�77Qu < 6�6 Su< .�56u : 4�/)Qy < +,�/7 Sy < )6�-5y 1.42


��!�%����
,��������-��
� ��
��(
�	�. '�# � #�� ������� 1)2 
�%�� ����	������ ���

y1t2 : yu1t2 < y�1t2 < yf 1t2� 1yu1t2 < yf 1t2 : Cy1t22� 1��)2

��� yu1t2 = 	�	����
"��
! � ������
 �	� ������� 
 	������
 1)+2! y�1t2 = ����	��
�� ������� # �	�����! ��
������� yf1t2 �����%����	
 ���
������
 f1t2 � 3�	����
"�
��
 yu1t2 	�	���� �� � ��%������ ��
������ yb1t2 � 	������%��"��� 1����#�"���2
�������� Ou1t2 ?

yu1t2 : yb1t2 < Ou1t2

� ��%�����
 	�	����
"��
 ���	 ����	
 � ��%����


yb1t2 :
nX

k��

�k (�k sin	k1t� t�2 < �k cos 	k1t� t�2* � 1��+2

� 	�������
 	�	����
"��
! ��� %� ��� � ������
 y�1t2 ! �������� 	���	���


)4



lim
���

Ou1t2 : lim
���

y�1t2 : 4 1��,2

���	����
 � ��%���� 1��)2 � ��������� ������� G���� 1),2 � ������
! 	 ��E��

1��+2 � ������	�� �	� ������� # ��	���! 	�������� ������ ��	���� # ����
�����

H�k : �k < e�k 1
 2 < ��k 1
 2�
H�k : �k < e�k1
 2 < ��k 1
 2 1k : )� n2� 1��-2

� ������� 	�����
 � e�k 1
 2 � e�k1
 2 1k : )� n2 ����	
� ������ �� ������� Ou1t2 � y�1t2
� �����
� ������"� 	���	���


lim
���

e�k 1t2 : lim
���

e�k1t2 : 4 1k : )� n2 1��.2

F	������
 ��� 	���	��� � ���� ��
 �	����
 1,+2! ������
 �� 1��-2 �������	��� 1,.2
�����%����
�

�	
��� �
��
���
�

)� ��
���� ���� N��������� ���������� � 	��%� # 	�	��
�# VV T�? ;����! )774�

+� ����� ����� ��
���� ����� ��	����� ���� N��������� ���������� ����
���	���

� �������
� VV T�? ;����! )76)�

,� ��	����� ���� N��������
 	����������
 ������ # �����		�� VV N�D� )766� -�
C�75 � )45�

-� Zhao X� and R� Lozano Adaptive pole placement for continuous�time system in the
presence of bounded disturbance VV )+th World Congress IFAC� )77,� Preprints of
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