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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû H∞-ñóáîïòèìàëüíîãî è ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è èñ-
ñëåäóþòñÿ ïðè÷èíû ìàëûõ çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè ïî ôàçå è ìîäóëþ, êîòîðûìè
ìîãóò îáëàäàòü ýòè ñèñòåìû.

1. Ââåäåíèå

Â èññëåäîâàíèÿõ ïî àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïðè ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ ìîæíî âûäåëèòü äâà íàïðàâëåíèÿ. Â ïåðâîì, ýòè âîçìóùåíèÿ
îïèñûâàþòñÿ çàäàííûìè èíòåðâàëàì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ [1],[2]. Âî âòî-
ðîì íàïðàâëåíèè, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ýòà ðàáîòà, ïîêàçàòåëÿìè ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòè ñèñòåìû ê ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçìóùåíèÿì ñëóæàò çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ïî ôàçå
(ϕ) è ìîäóëþ (L), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðè÷åñêè íåâîçìóùåí-
íóþ ñèñòåìó. Çàïàñû óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ýêñïåðèìåí-
òàëüíî, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ïîêàçàòåëÿìè è îíè íå èìåþò ÿâíîé ñâÿçè ñ óêàçàí-
íûìè âûøå èíòåðâàëàìè. Îäíàêî, ìàëûå èõ çíà÷åíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ äîïóñòèìûìè
(ϕ > 45o, L > 2), ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì òîãî,÷òî ñèñòåìà ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü
ïðè ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ èç çàäàííûõ èíòåðâàëîâ.

Çàïàñû óñòîé÷èâîñòè êàê ïðàâèëî ïðîâåðÿþòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è èñïûòà-
íèÿõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ïîýòîìó ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ðåãóëÿòî-
ðîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ èññëåäîâàíèåì îáåñïå÷èâàåìûõ èìè çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè. Òàê,
ïîñëå ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ (íàçûâàåìûõ ÀÊÎÐ
ëèáî LQ-îïòèìèçàöèåé) [3],[4] áûëî ïîêàçàíî,÷òî îïòèìàëüíûå ñèñòåìû ñî ñêàëÿð-
íûì óïðàâëåíèåì ïî ñîñòîÿíèþ îáëàäàþò [5],[6] äîïóñòèìûìè çàïàñàìè óñòîé÷èâîñòè
(ϕ > 60o, L > 2). Íàðÿäó ñ ýòèì áûëî âûÿñíåíî [7]-[9], ÷òî, åñëè âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îï-
òèìàëüíîé ñèñòåìû âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôèëüòðà Êàëìàíà ëèáî íàáëþäà-
òåëÿ Ëþåíáåðãåðà, òî çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ìîãóò áûòü íåäîïóñòèìî ìàëû. Â ñëó÷àå
âåêòîðíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ ñèñòåìà èìååò çàïàñû óñòîé÷è-
âîñòè, îïðåäåëåííûå íà âõîäàõ îáúåêòà: ϕ > 60o, L > 2 [10],[11], îäíàêî, åå çàïàñû,
îïðåäåëåííûå íà âõîäàõ ðåãóëÿòîðîâ, ìîãóò áûòü íåäîïóñòèìî ìàëû [12].

Ïðè èññëåäîâàíèè çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè îïòèìàëüíûõ ñèñòåì ñ óñòðîéñòâàìè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ áûëî çàìå÷åíî [7] , ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ýòèõ
ñèñòåì â ðàçîìêíóòîì ñîñòîÿíèè èìååò ñïåöèôè÷åñêóþ ñòðóêòóðó: åå ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü ñîäåðæàò,êàê ñëàãàåìîå,îäèí è òîò æå ïîëèíîì ñ ðàçëè÷íûìè çíàêàìè.
Ýòîò ïîëèíîì íèæå íàçâàí àííóëèðóåìûì, òàê êàê îí àííóëèðóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñèñòåìû. Åñëè ýòîò ïîëèíîì ñîäåðæèò äîìèíèðóþ-
ùèé êîýôôèöèåíò (êîòîðûé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò êîýô-
ôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñèñòåìû), òî ýòî ïðèâîäèò, êàê ïîêàçàíî
â ðàáîòå [13], ê ìàëûì çàïàñàì óñòîé÷èâîñòè.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (ãðàíò �05-08-01177 è ãðàíò �05-01-00114).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì, ðåãóëÿòîðû êî-
òîðûõ ïîëó÷åíû êàê ðåçóëüòàò ïîñòðîåíèÿ H∞-ñóáîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëèáî
îïðåäåëåíû èç ìíîæåñòâà ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ (ìîäàëüíîå óïðàâëåíèå) .
Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè òàêèõ ñèñòåì ñîäåðæàò àííóëèðóåìûé ïîëè-
íîì. Äîêàçàíî, ÷òî, åñëè ýòîò ïîëèíîì ñîäåðæèò äîìèíèðóþùèé êîýôôèöèåíò, òî
çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ìàëû.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìóþ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè

(1) y(n) + d̄n−1y
(n−1) + . . . + d̄0y = k̄mu(m) + . . . + k̄0u, m < n;

(2) ḡncu
(nc) + . . . + ḡ0u = −(r̄mcy

(mc) + . . . + r̄0y), mc 6 nc,

ãäå y(t) � èçìåðÿåìûé âûõîä îáúåêòà (1), u(t) � èçìåðÿåìûé âûõîä ðåãóëÿòîðà (2),
Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû èìåþò âèä

(3) d̄i = di + ∆di, k̄j = kj + ∆kj, ḡp = gp + ∆gp, r̄q = rq + ∆rq,
(i = 0, n− 1, j = 0,m, p = 0, nc, q = 0,mc),

ãäå di ,kj ,gp , rq-èçâåñòíûå ÷èñëà,ÿâëÿþùèåñÿ íîìèíàëüíûìè (ðàñ÷åòíû-
ìè)çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, ∆di, ∆kj, ∆gp, ∆rq �íåèçâåñòíûå ÷èñëà,
íàçûâàåìûå ïàðàìåòðè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè.

Ïðåîáðàçóÿ óðàâíåíèÿ (1), (2) ïî Ëàïëàñó ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, çà-
ïèøåì èõ â âèäå

(4) d̄(s)y = k̄(s)u, ḡ(s)u = −r̄(s)y,

ãäå s-ñèìâîë ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî Ëàïëàñó,
d̄(s) = d(s) + ∆d(s), k̄(s) = k(s) + ∆k(s), ḡ(s) = g(s) + ∆g(s), r̄(s) = r(s) + ∆r(s),

d(s) = sn +
∑n−1

i=1 dis
i, k(s) =

∑m
i=1 kis

i, g(s) =
∑nc

i=1 gis
i, r(s) =

∑mc

i=1 ris
i, ∆d(s) =

sn +
∑n−1

i=1 ∆dis
i, ∆k(s) =

∑m
i=1 ∆kis

i, ∆g(s) =
∑nc

i=1 ∆gis
i, ∆r(s) =

∑mc

i=1 ∆ris
i.

Ââåäåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

(5)
w̄(s) = k̄(s)

d̄(s)

r̄(s)
ḡ(s)

=
h̄βsβ+···+h̄1s+h̄0
¯̀
αsα+···+¯̀

1s+¯̀
0

= h̄(s)
¯̀(s)

= h(s)+∆h(s)
`(s)+∆`(s)

,

h(s) = k(s)r(s), `(s) = d(s)g(s),
α = n + nc, β = m + mc, α > β.

(Ôóíêöèÿ w̄(jω), 0 6 ω < ∞, íàçûâàåìàÿ ÷àñòîòíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé
ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ñèñòåìû
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(6) d̄s(s) = d̄s
αsα + · · ·+ d̄s

1s + d̄s
0 =

¯̀
αsα + · · ·+ (¯̀β + h̄β)sβ + · · ·+ (¯̀1 + h̄1)s + (¯̀0 + h̄0).

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ïðè íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-
öèåíòîâ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (1), (2) èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

(7) w(s) =
h(s)

l(s)
=

h(1)(s) + ρ(s)

`(1)(s)− ρ(s)
,

â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ h(1)(s), `(1)(s) è ïîëèíîìà ρ(s), ñòåïåíè ν < β,
ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè íîìèíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ îáúåêòà è ðåãóëÿ-
òîðà. Ïîëèíîì ρ(s) íàçûâàåòñÿ äàëåå àííóëèðóåìûì, òàê êàê îí íå âëèÿåò íà õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ñèñòåìû (àííóëèðóåòñÿ ïðè åãî ïîñòðîåíèè ).

Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ ýòà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä

(8) w̄(s) =
h(1)(s) + ∆h(1)(s) + [ρ(s) + ∆ρ(s)+]

l(1)(s) + ∆l(1)(s)− [ρ(s) + ∆ρ(s)−]
,

ãäå ∆ρ(s)+ = ∆ρ+
ν sν + . . . + ∆ρ+

1 s + ∆ρ+
0 è ∆ρ(s)− = ∆ρ−ν sν + . . . + ∆ρ−1 s + ∆ρ−0 .

Îïðåäåëåíèå 1 .Ñèñòåìà (1),(2) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé D-ñòðóêòóðû, åñëè

(9) ∆ρ(s)− 6= ∆ρ(s)+.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà àííóëèðóåìûé ïîëèíîì ñîäåðæèò êî-
ýôôèöèåíò ρq (q ∈ 0, ν) òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(10)
|li|
|ρq | 6 η,

|hj |
|ρq | 6 η,

|l(1)q |
|ρq | 6 η,

|h(1)
q |
|ρq | 6 η,

(i = 0, 1, ..., q − 1, q + 1, ..., α, j = 0, 1, ..., q − 1, q + 1, ..., β, q ∈ 0, ν),

ãäå η- ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ìåíüøåå 1.
Êîýôôèöèåíò ρq (q ∈ 0, ν), óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì (10), íàçûâàåòñÿ äî-

ìèíèðóþùèì, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðóêòóðà-äîìèíèðóþùåé D-ñòðóêòóðîé
Ñèñòåìà ñ äîìèíèðóþùåé D-ñòðóêòóðîé ìîæåò ñòàòü íåóñòîé÷èâîé ïðè ìàëûõ

ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ äîìèíèðóþùåãî êîýôôèöèåíòà.
Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.
Ïóñòü èìååòñÿ îáúåêò óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì

(11) ÿ + d1ẏ + d0y = u,

â êîòîðîì d1 = 150, d0 = 0.1.
Tðåáóåòñÿ íàéòè ðåãóëÿòîð(êîòîðûé äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ ïîëàãàåòñÿ íå ðå-

àëèçóåìûì)

(12) u = −(r1ẏ + r0y)
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òàêîé, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ñèñòåìû (11),(12) ds(s) = s2 +(d1 + r1)s+
d0 + r0 ñîâïàäàë ñ ïîëèíîìîì

(13) ψ(s) = s2 + ψ1s + ψ0 = s2 + 1.5s + 0.5 = (s + 1)(s + 0.5).

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñèñòåìó, ïðîöåññû
â êîòîðîé ïðîòåêàþò íà òðè ïîðÿäêà áûñòðåå, ÷åì â îáúåêòå óïðàâëåíèÿ (íàèáîëüøàÿ
ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè îáúåêòà 1500ñåê, à òðåáóåìàÿ íàèáîëüøàÿ ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè
ñèñòåìû (11),(12)�2ñåê).

Èç òîæäåñòâà ds(s) = ψ(s) ñëåäóåò, ÷òî èñêîìûå êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿòîðà

(14) r1 = ψ1 − d1, r0 = ψ0 − d0,

è ñîîòâåòñòâóùèé èì ðåãóëÿòîð èìååò âèä

(15) u = −(−148.5ẏ + 0.4y)

Èç ñòðóêòóðû ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñèñòåìû (11),(15)

(16) w(s) = r1s+r0

s2+d1s+d0
= ψ1s+ψ0+(−d1s−d0)

s2−(−d1s−d0)
= 1.5s+0.5+(−150s−0.1)

s2−(−150s−0.1)
= −148.5s+0.4

s2+150s+0.1

ïîëó÷èì àííóëèðóåìûé ïîëèíîì

(17) ρ(s) = ρ1s + ρ0 = −d1s− d0 = −150s− 0.1.

Êîýôôèöèåíò àííóëèðóåìîãî ïîëèíîìà ρ1 = −150 ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóùèì.
Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ îáúåêòà

(18) ∆ρ(s)+ = 0, ∆ρ(s)− = ∆ρ−1 s + ∆ρ−0 , ∆ρ−1 = −∆d1, ∆ρ−0 = −∆d0

Êîýôôèöèåíò d̄s
1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñèñòåìû d̄s(s) = s2 + ψ1s + ψ0 +

∆ρ−1 s + ∆ρ−0 èìååò âèä

(19) d̄s
1 = ψ1 + ∆ρ−1 ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà ρ1 (èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà
d1 îáúåêòà) íà 1.01 ïðîöåíòà (∆ρ−1 = −1.515) íàðóøàåò óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû.

Tàêàÿ âûñîêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñèñòåìû ê ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçìóùåíèÿì îòðà-
çèëàñü íà åå çàïàñàõ óñòîé÷èâîñòè: ϕ = 11o, à L = 1.01, õîòÿ ïîñëåäíèå âû÷èñëÿþòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (16) ñ íîìèíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ñëó÷àþ îòìåòèì, ÷òî ÷èñëåííûé àíàëèç âëèÿíèÿ ïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèé íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ñ äîìèíèðóþùåé D-ñòðóêòóðîé
ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ çíàêà q-òîãî êîýôôèöèåíòà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà
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(20) d̄s
q = h(1)

q + ∆h(1)
q + l(1)

q + ∆l(1)
q −∆ρ−q + ∆ρ+

q ,

Îäíàêî, ôóíêöèè, ñâÿçûâàþùèå ýòî âûðàæåíèå ñ êîýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû, ìî-
ãóò áûòü ñëîæíû è âû÷èñëåíèå (20) çàòðóäíåíî è ïîýòîìó íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü
çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ äîìèíèðóþùåé D-ñòðóêòóðîé.

Çàäà÷è ýòîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
Âî-ïåðâûõ, ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû, ðåãóëÿòîðû êîòîðûõ ïîëó÷åíû êàê ðåçóëüòàò

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî è ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè
D-ñòðóêòóðû.

Âî-âòîðûõ, èññëåäîâàòü çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ïî ôàçå è ìîäóëþ ñèñòåì ñ äîìè-
íèðóþùåé D-ñòðóêòóðîé.

3. Ñèñòåìû ñ D- ñòðóêòóðîé

3.1. Ìíîæåñòâî âñåõ ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ
Ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿòîðîâ, ñòàáèëèçèðóþùèõ îáúåêò (1), îïèñûâàåòñÿ [1] ïåðå-

äàòî÷íîé ôóíêöèåé

(21) wc(s) =
R0(s) + D(s)Q(s)

G0(s)−K(s)Q(s)
,

ãäå

(22)
R0(s) =

r0(s)

ψ(2)(s)
, G0(s) =

g0(s)

ψ(2)(s)
, D(s) =

d(s)

ψ(1)(s)
, K(s) =

k(s)

ψ(1)(s)
, Q(s) =

q(s)

ψ(3)(s)
.

Çäåñü ψ(1)(s),ψ(2)(s) è ψ(3)(s)-çàäàííûå ãóðâèöåâû ïîëèíîìû (ìîäàëüíûå ïîëèíî-
ìû) ñòåïåíåé n,n− 1,nq ñîîòâåòñòâåííî.

Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè R0(s) è G0(s) íàõîäÿòñÿ èç ìîäàëüíîãî òîæäåñòâà

(23) D(s)G0(s) + K(s)R0(s) = 1.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñèñòåìà (1), (2) ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ðåãóëÿòîðà (21), â êî-
òîðîé ïîëèíîì q(s) 6= 0, èìååò D- ñòðóêòóðó ñ ïîëèíîìàìè

(24) ρ(s) = k(s)d(s)q(s)ψ(2)(s),

(25) ∆ρ(s)+ = ∆k(s)d(s)q(s)ψ(2)(s), ∆ρ(s)− = ∆d(s)k(s)q(s)ψ(2)(s).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî è ïîñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé äàåòñÿ â ïðèëîæåíèè.
Çàìåòèì,÷òî ñîîòíîøåíèÿ (25)îçíà÷àþò, ÷òî óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ïîëè-

íîìà q(s)ψ(2)(s) "óñèëèâàåò"âëèÿíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèé îáúåêòà (1) íà
óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû.
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3.2. H∞ ñóáîïòèìàëüíûå ñèñòåìû
H∞ ñóáîïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ [14] óðàâíåíèÿìè

(26) ẋ = Ax + b(1)f + bu, z =

[
c(1) 0
0 1

] [
x
u

]
, y = cx + η,

(27) ẋc = Axc + b(1)kwxc + bu + kf (y − cxc), u = kxc,

ãäå f(t) è η(t) � âíåøíåå âîçìóùåíèå è ïîìåõà èçìåðåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, c(1) è c �
âåêòîðà � ñòðîêè, b(1) è b � âåêòîðà � ñòîëáöû.

Âåêòîðà k, kf è kw îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

(28) k = −bT X, kf =
(
E − γ−2Y X

)−1
Y, kw = γ−2b(1)T X,

â êîòîðûõ E-åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû X, Y
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ðèêêàòè

(29) AT X + XA−XbbT X + γ−2Xb(1)b(1)T X = −c(1)T Q0c
(1),

(30) AY + Y AT − Y cT cY + γ−2Y c(1)T c(1)Y = −b(1)b(1)T ,

à ÷èñëî γ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

λmax(XY ) < γ2,

ãäå λmax(M) � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû M . Q0� çàäàííàÿ íåîò-
ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Óòâåðæäåíèå 2. H∞ ñóáîïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà (26), (27) èìååò ïåðåäàòî÷íóþ ôóíê-
öèþ D- ñòðóêòóðû ñ ïîëèíîìîì

(31) ρ(s) = k
︷ ︸︸ ︷
(Es− A + N − L) bd(s)

(ôèãóðíàÿ ñêîáêà íàä ìàòðèöåé îçíà÷àåò ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó:
︷︸︸︷
M =

M−1detM), â êîòîðîì ìàòðèöû

(32) L = b(1)kw, N = kfc.

Åñëè âîçìóùåííûé âåêòîð îáúåêòà b̄ = b+∆b, à âîçìóùåíèå ìàòðèöû A: ∆A = 0,
òî

(33) ∆ρ(s)+ = k
︷ ︸︸ ︷
(Es− A + N − L) ∆bd(s), ∆ρ(s)− = 0.
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4. Çàïàñû óñòîé÷èâîñòè D�ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1),(2) ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèìè âîç-
ìóùåííûìè ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè

(34) w̄1(s) = kw(s), w̄2(s) = e−jθw(s),

â êîòîðûõ k è θ-ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè ïî ìîäóëþ íàçûâàåòñÿ[11] íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî L òàêîå, ÷òî ïðè k ∈ [L, 1/L] âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà, à çàïàñ óñòîé÷è-
âîñòè ïî ôàçå- ýòî íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ϕ òàêîå, ÷òî ïðè θ ∈ [0, ϕ]
âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà.

Çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ïî ìîäóëþ è ôàçå îïðåäåëÿþòñÿ íåçàâèñèìî è ïîýòîìó âîç-
ìîæíà ñèòóàöèÿ ïîêàçàííàÿ íà ðèñ.1, ãäå ãîäîãðàô àìïëèòóäíî -ôàçîâîé õàðàêòå-
ðèñòèêè ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû (ãîäîãðàô Íàéêâèñòà) ïðîõîäèò ñêîëü óãîäíî áëèçêî
ê îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà è ê âåùåñòâåííîé îñè. Çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ñè-
ñòåìû,èìåþùåé òàêîé ãîäîãðàô: L = ∞,à ϕ = 45o. Åñëè âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà îïè-
ñûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé w̄3(s) = ke−jθw(s), òî îíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè
ñêîëü óãîäíî ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ ÷èñëà k îò åäèíèöû è θ-îò íóëÿ.

×òîáû èçáåæàòü ïîäîáíîé ñèòóàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàäèóñ çàïàñîâ óñòîé÷è-
âîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàäèóñ çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè (r) � ýòî ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ êðó-
ãà ñ öåíòðîì â òî÷êå (−1; 0j), êîòîðûé íå ïåðåñåêàåòñÿ ãîäîãðàôîì àìïëèòóäíî -
ôàçîâîé õàðàêòåðèñòèêè ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû.

Êðóã òàêîãî ðàäèóñà ïîêàçàí íà ðèñ.2
Ðàäèóñ çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèé çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè

ïî ôàçå è ìîäóëþ. Òàê, åñëè r = 0, 75, òî çàïàñ ïî ôàçå ϕ = 42◦, çàïàñ ïî ìîäóëþ
L = 1, 75. Ïðè r = 1 ϕ = 60◦, L = 2.

Îí ñâÿçàí ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ñèñòåìû ñîîòíîøåíèåì [15]

(35) [1 + w(−jω)] [1 + w(jω)] > r2, 0 6 ω 6 ∞

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñ-
ëà εr âñåãäà ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïî ìîäóëþ äîìèíèðóþùèé êîýôôèöè-
åíò ρq (q ∈ 0, γ) àíóëèðóåìîãî ïîëèíîìà ρ(s), òàêîé, ÷òî ðàäèóñ çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè
ñèñòåìû D-ñèñòåìû áóäåò ìåíüøå ýòîãî ÷èñëà

(36) r2 < ε2
η.

5. Î ïîñòðîåíèè ñèñòåì ñ çàïàñàìè óñòîé÷èâîñòè

Ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåì, îáëàäàþùèõ çàïàñàìè óñòîé÷èâîñòè (r > 0.75)ìîæíî
âûäåëèòü äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ: â ïåðâîì- îáúåêò (1) ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíî-ôàçîâûì (âñå êîðíè ïîëèíîìà k(s) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåí-
íûå ÷àñòè) è âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ýòîò îáúåêò- íåìèíèìàëüíî-ôàçîâûé.
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Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ ìåòîä ñèíòåçà ñèñòåì ñ çàïàñàìè óñòîé÷èâîñòè ïðåäëîæåí
â [16]. Îí îñíîâàí íà ïðîöåäóðå ÀÊÎÐ (LQ-îïòèìèçàöèè) äëÿ îáúåêòà, çàïèñàííî-
ãî â ôîðìå âõîä-âûõîä.Äðóãîé ìåòîä, íàçûâàåìûé LTR[17], îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè
ñïåöèàëüíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà. Áîëåå òîãî, äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ ìîæíî ïîñòðîèòü
ðåãóëÿòîð, îáåñïå÷èâàþùèé [18],[2] óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ïðè ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ îáúåêòà.

Â ñëó÷àå íåìèíèìàëüíî-ôàçîâîãî îáúåêòà ìîæíî âûäåëèòü äâà èõ âèäà: (à)
íåìèíèìàëüíî-ôàçîâûé óñòîé÷èâûé îáúåêò è (á)íåìèíèìàëüíî-ôàçîâûé íåóñòîé÷è-
âûé îáúåêò (÷üè ïîëèíîìû k(s) è d(s) ñîäåðæàò êîðíè ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåùå-
ñòâåííûìè ÷àñòÿìè). Äëÿ îáúåêòîâ âèäà (à) äîêàçàíî [19] ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿòî-
ðîâ, îáåñïåñïå÷èâàþùèõ çàïàñû óñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî, äëÿ îáúåêòîâ âèäà (á) ïîêà íå
óäàëîñü ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò. Âîçìîæíî, ÷òî äëÿ âèäà (á) íå ñóùåñòâóåò
òàêèõ ðåãóëÿòîðîâ.

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ñ çàïàñàìè óñòîé÷èâîñòè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ
[21],[22].

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ñèñòåì ñ ìàëûìè çàïàñàìè óñòîé÷èâîñòè. Â ñâÿçè ñ
ýòèì îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [20] ïðèâåäåí ðÿä ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî çàïà-
ñû óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì LQ,H∞, l1, µ ìåòîäîëîãèé,
ìîãóò áûòü íåäîïóñòèìî ìàëû. Îäíàêî, â áîëüøèíñòâå ýòèõ ïðèìåðîâ îáúåêò óïðàâ-
ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì âèäà (á) è ïîýòîìó îñòàåòñÿ íå ÿñíîé ïðè÷èíà ìàëûõ çàïà-
ñîâ óñòîé÷èâîñòè: ìåòîä ñèíòåçà èëè âèä îáúåêòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì íèæå ïðèâîäÿòñÿ
ïðèìåðû ñèñòåì ñ ìàëûìè çàïàñàìè óñòîé÷èâîñòè, îáúåêòû óïðàâëåíèÿ êîòîðûõ íå
îòíîñÿòñÿ ê âèäó (á).

6. Ïðèìåðû

6.1. Ñèñòåìà ñî ñòàáèëèçèðóþùèì(ìîäàëüíûì) ðåãóëÿòîðîì
Èññëåäóåì çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñ ðåãóëÿòîðîì èç ìíîæåñòâà ñòàáèëè-

çèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ (21), ïîñòðîåííîé â êíèãå [23]. Ýòà ñèñòåìà îïèñàíà òàêæå â
ïëåíàðíîì äîêëàäå [24] êàê ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìíîæåñòâà (21)

Îáúåêò óïðàâëåíèÿ (1) â ýòîé ñèñòåìå èìååò ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

(37) wp(s) =
k(s)

d(s)
=

1

(s− 1)(s− 2)

Ðåãóëÿòîð ñòðîèòñÿ òàê,÷òîáû ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿëà òðåáîâàíèÿì ê òî÷íîñòè åå
ðàáîòû ïðè çàäàííîì ãàðìîíè÷åñêîì âíåøíåì âîçìóùåíèè.

Âíà÷àëå ðåøàåòñÿ òîæäåñòâî (23), â êîòîðîì
ψ(1)(s) = (s + 1)2, ψ(2)(s) = (s + 1).
Ýòî äàåò ïîëèíîìû îäíîãî èç ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ

(38) r0(s) = 19s− 11, g0(s) = s + 6.

Èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè ðåãóëèðîâàíèÿ íàõîäÿòñÿ ïîëèíîìû

(39) q(s) = −79s2 − 881s + 6, ψ(3)(s) = (s + 1)2
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ïîëèíîìîâ â âûðàæåíèå (21)íàõîäèòñÿ ïåðåäàòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ ðåãóëÿòîðà

(40) wc(s) =
−60s4 − 598s3 + 2515s2 − 1794s + 1

s(s2 + 100)(s + 9)
.

Ðàäèóñ çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (37),(40) r = 0.0029 Ýòà ñèñòåìà îáëà-
äàåò âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êîýôôèöèåíò k̄0 = 0.997 (ýòî îçíà÷àåò,÷òî k̄0 = k0 + ∆k ,ãäå
k0 = 1, ∆k = −0.003), òî ñèñòåìà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò
ìåñòî, êîãäà âîçìóùàþòñÿ ïàðàìåòðû çíàìåíàòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè îáúåêòà:
åñëè èçìåíÿåòñÿ êîðåíü s1 = 2 è s̄1 = s1 + ∆s1, ãäå s1 = 2, ∆s1 = 0.005.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ D-ñèñòåìîé. Äëÿ ýòîãî ïðèâå-
äåì ïîëèíîìû ñòðóêòóðû (8)

(41) h(1)(s) = k(s)r0(s)ψ(1)(s)ψ(3)(s) = 19s4 + 46s3 + 24s2 − 14s− 11,

(42) l(1)(s) = d(s)g0(s)ψ(1)(s)ψ(3)(s) = s6 + 6s5 − 4s4 − 26s3 − 9s2 + 20s + 12,

(43) ρ(s) = k(s)d(s)q(s)ψ(2)(s) = −79s4 − 664s3 + 2491s2 − 1780s + 12.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ïîëèíîìû çàìå÷àåì, ÷òî àíóëèðóåìûé ïîëèíîì èìååò äîìèíèðó-
þùèé êîýôôèöèåíò ρ2 = 2491.

6.2. H∞ ñóáîïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà
Ðàññìîòðèì îáúåêò, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì

(44) ẋ1 = −0.25x1 + x2 − 10u + 7.7f, ẋ2 = −0.01x1 + u + 20f,
y = x1 + η, z1 = x1, z2 = x2, z3 = u.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îáúåêòà, ñâÿçûâàþùàÿ ïåðåìåííûå y è u,

(45) wp(s) =
−10(s− 0, 1)

(s + 0, 2)(s + 0, 05)
.

Âåêòîðà k1, kf , è kw, óðàâíåíèÿ ðåãóëÿòîðà (27) äëÿ îáúåêòà (44), ïîëó÷åííûå â
ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (29), (30)ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ýëåìåí-
òîâ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Q0: q11 = q22 = 100 è ïðè íàèìåíüøåì çíà÷åíèè γ = 4, 800,
èìåþò âèä

(46) k = [−56, 4 − 667, 1], kf = [13, 88 29, 41]T , kw = [−0, 0134 − 134].

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðåãóëÿòîðà

(47) wc(s) =
−2, 04 · 104s− 6403

s2 + 120, 1s + 2, 06 · 105
.
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Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû

(48) w(s) = −wp(s)wc(s) =
−2, 04 · 105s2 − 4, 36 · 104s + 6403

s4 + 120, 3s3 + 2, 061 · 105s2 + 5, 153 · 104s + 2061

Ðàäèóñ åå çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè r = 0, 0091,
Ïðè îòíîñèòåëüíîì ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçìóùåíèè êîýôôèöèåíòà |b1−b̄1|

|b1| = 0, 01

(b̄1 = −10, 1) ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé.
Àíàëèðóåìûé ïîëèíîì

(49) ρ(s) = 102s3 + 2, 06 · 105s2 + 0, 515 · 105s + 0.02061 · 105.

ñîäåðæèò äîìèíèðóþùèé êîýôôèöèåíò ρ2 = 2, 06 · 105

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.
Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (1), (2)èìååò, ñ ó÷åòîì (21), âèä

(Ï.1) w(s) =
k(s)r0(s)ψ(1)(s)ψ(3)(s) + k(s)d(s)q(s)ψ(2)(s)

d(s)g0(s)ψ(1)(s)ψ(3)(s)− k(s)d(s)q(s)ψ(2)(s)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò ïîëèíîì (24).
Óáåäèìñÿ, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ïîëèíîìîâ ρ(s) â ÷èñëèòåëå è çíà-

ìåíàòåëå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (24) ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

(Ï.2) k̄(s) = k(s) + ∆k(s), d̄(s) = d(s) + ∆d(s),

òîãäà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (Ï.1) ïðèíèìàåò âèä

(Ï.3) w̄(s) =
[k(s) + ∆k(s)]

[
r0(s)ψ(1)(s)ψ(3)(s) + d(s)q(s)ψ(2)(s)

]

[d(s) + ∆d(s)] [g0(s)ψ(1)(s)ψ(3)(s)− k(s)q(s)ψ(2)(s)]
,

ãäå r0(s) è g0(s) � ïîëèíîìû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà Áåçó (23). Îòñþäà
ñëåäóþò ïîëèíîìû (25).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.
Îïóñêàÿ âîçìóùåíèå è ïîìåõó è çàïèøåì óðàâíåíèå îáúåêòà (26) è ðåãóëÿòîðà

(27) êàê

(Ï.4) d(s)y = c
︷ ︸︸ ︷
(Es− A) bu,

(Ï.5)
[
dh(s)− k

︷ ︸︸ ︷
(Es− A + N − L) b

]
u = k

︷ ︸︸ ︷
(Es− A + N − L) kfy,

ãäå ìàòðèöû L è N èìåþò âèä (32), à
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(Ï.6) dh(s) = det(Es− A + N − L).

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (Ï.4), (Ï.5)

(Ï.7) w(s) = − k
︷ ︸︸ ︷
(Es− A + N − L) kfc

︷ ︸︸ ︷
(Es− A) b

dh(s)d(s)− k
︷ ︸︸ ︷
(Es− A + N − L) bd(s)

.

Çàïèøåì òîæäåñòâî

(Ï.8) (Es− A + P )−1P (Es− A)−1 = (Es− A)−1 − (Es− A + P )−1,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïðèâåäåíî íèæå, ïðè P = N − L êàê

(Es−A+N−L)−1N(Es−A)−1 = (Es−A)−1−(Es−A+N−L)−1+(Es−A+N−L)−1L(Es−A)−1,

è òîãäà âûðàæåíèå (Ï.7) ïðèíèìàåò âèä

(Ï.9) w(s) =
−k

︷ ︸︸ ︷
(Es− A) bdh(s)− k

︷ ︸︸ ︷
(Es− A + N − L) L

︷ ︸︸ ︷
(Es− A) b + ρ(s)

d(s)dh(s)− ρ(s)
,

ãäå

(Ï.10) ρ(s) = k
︷ ︸︸ ︷
(Es− A + N − L) bd(s).

Ñîîòíîøåíèÿ (33) ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî âûðàæåíèÿ.
Äîêàæåì òåïåðü òîæäåñòâî (Ï.8). Ïðåäñòàâèì åãî ëåâóþ ÷àñòü êàê

(Ï.11)
(Es−A+P )−1P (Es−A)−1 = −(Es−A+P )−1(A−P )(Es−A)−1+(Es−A+P )−1A(Es−A)−1.

Ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ

(Ï.12) (Es− Λ)−1Λ = s(Es− Λ)−1 − E, Λ(Es− Λ)−1 = s(Es− Λ)−1 − E,

çàïèøåì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (Ï.11) êàê
(Ï.13)

−(Es− A + P )−1(A− P )(Es− A)−1 = − [s(Es− A + P )−1 − E] (Es− A)−1 =
−(Es− A + P )−1s(Es− A)−1 + (Es− A)−1 =
−(Es− A + P )−1 [A(Es− A)−1 + E] + (Es− A)−1.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (Ï.11) ïîëó÷èì òîæäåñòâî (Ï.8).
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.
Ââåäåì ôóíêöèþ

(Ï.14) v(ω2) = [1 + w(−jω)] [1 + w(jω)] =
ds(−jω)ds(jω)

`(−jω)`(jω)
,
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èñïîëüçóÿ êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî (36) â âèäå

(Ï.15) r2 = inf
06ω6∞ v(ω2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñåãäà íàéäóòñÿ ÷à-
ñòîòà ω1, íå çàâèñÿùàÿ îò ρq, è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ρ∗q òàêèå , ÷òî , åñëè |ρq| > ρ∗q,
òî

(Ï.16) v(ω2
1) =

ds(−jω1)d
s(jω1)

ρ2
qω

2q
1 [1 + ε2(ρq)][1 + ε1(ω2

1, ρq)]
,

ãäå |ε2(ρq)| 6 ε, |ε1(ω
2
1, ρq)| 6 ε, ε-çàäàííîå ÷èñëî.

Òîãäà, çàìå÷àÿ, ÷òî ÷èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (Ï.16) íå çàâèñèò îò
ρq, çàêëþ÷àåì, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî ρq (|ρq| > ρ∗q), ïðè êîòîðîì âûïîëíèòñÿ
íåðàâåíñòâî

(Ï.17) v(ω2
1) < ε2

η,

êîòîðîå è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè äàëåå áóäåì ïîëàãàòü ÷èñëî q çàäàííûì, à ρq -

ïîëîæèòåëüíûì.
×òîáû íàéòè óêàçàííûå ÷àñòîòó ω1 è ÷èñëî ρ∗q, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ÷åòíûõ

ñòåïåíåé â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ (Ï.14)

(Ï.18) a(ω2) = `(−jω)`(jω) =
α∑

p=0

a2pω
2p,

ãäå

(Ï.19) a2p =
∑
σp

(−1)i+p`i`j, σp =
{
i, j : i + j = 2p, i, j = 0, α

}
.

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ (Ï.18) â âèäå

(Ï.20) a(ω2) = a2qω
2q

[
1 + ε1(ω

2, ρq)
]
,

ãäå
ε1(ω

2, ρq) = µ̃(ω2, ρq) + µ(ω2, ρq),

(Ï.21) µ̃(ω2, ρq) =
α∑

p=q+1

a2p

a2q

ω2(p−q), µ(ω2, ρq) =

q−1∑
p=0

a2p

a2q

ω−2(p−q).
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Êîýôôèöèåíò

(Ï.22) a2q = (ρq + `
(1)
q )2 +

∑
σpq

(−1)i+q`i`j,

σpq = {i, j : i + j = 2q, i, j = 0, ..., q − 1, q + 1, ..., α}

çàâèñèò îò êâàäðàòà ρq, à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè a(ω2) çàâèñÿò îò
ρq ëèíåéíî è ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè ε1(ω

2, ρq) ìîãóò áûòü ñäåëàíû , ïðè
ñîîòâåòñâóþùåì âûáîðå ÷èñëà ρq, ìåíüøèìè (ïî ìîäóëþ) íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà.

Çàïèøåì âûðàæåíèå (Ï.22) êàê

(Ï.23) a2q = ρ2
q[1 + ε2(ρq)].

ãäå

(Ï.24) ε2(ρq) =
2`

(1)
q

ρq

+
2(`

(1)
q )2

ρ2
q

+
∑
σpq

(−1)i+q`i`j

ρ2
q

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî

(Ï.25) |ε2(ρq)| 6 2|`(1)
q |

ρq

+
2(`

(1)
q )2

ρ2
q

+
∑
σpq

|`i||`j|
ρ2

q

6 2η + p1η
2

ãäå p1-÷èñëî ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ η2 è, òàêèì îáðàçîì, âñåãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî−→ρq òàêîå, ÷òî ïðè ρq > −→ρq âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(Ï.26) |ε2(ρq)| 6 2η + p1η
2 6 ε

Ðàññìîòðèì òåïåðü îöåíêó

(Ï.27) |µ̃(ω2)| 6
α∑

p=q+1

|a2p|
a2q

ω2(p−q),

Ïðè ω1 = 1 îíà ïðèíèìàåò âèä

(Ï.28) |µ̃(1, ρq)| 6
α∑

p=q+1

|a2p|
a2q

6 1

[1 + ε2(ρq)]

α∑
p=q+1

∑
σp

|`i||`j|
ρ2

q

,

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò,÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî ρ̃q òàêîå, ÷òî ïðè ρq > ρ̃q

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(Ï.29) |µ̃(1, ρq)| 6 ε

2
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî ρq òàêîå, ÷òî ïðè ρq > ρq âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(Ï.30) |µ(1, ρq)| 6 ε

2

è, ñëåäîâàòåëüíî, |ε1(ω
2
1, ρq)| 6 ε ïðè ω1 = 1.

Îáîçíà÷èì ρ∗q = max[−→ρq , r̃hoq, ρq] è òîãäà ïðè ω1 = 1 è âñåõ ρq , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ρq > ρ∗q, ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå (Ï.16), èç êîòîðîãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
3.
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