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АннотацияИзлагаютсяметодысинтезарегуляторовиадаптив-
ногоуправления,позволяющиепостроитьалгоритмыуправления
объектамипоихлинейныммоделям.Этиалгоритмыобеспечивают
требуемуюточностьрегулированияприограниченныхнеизвестных
внешнихвозмущениях,действующихнаобъект.

МетодыопираютсянапроцедурыLQ-иH∞-оптимизации,а
такженаметодконечно-частотнойидентификации.

ПриводитсяописаниедоступнойпрограммнойсистемыГАММА,
являющейсяпрограммнымобеспечениемчастиизлагаемыхметодов.
Онапозволитоценитьэффективностьметодовдляпостроениире-
альныхсистем.
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ПРЕДИСЛОВИЕ
Внедрениеметодовпостроенияалгоритмовуправлениявпрак-

тикуразработкиновыхсистемавтоматическогоуправления(САУ)
сталкиваетсясрядомтрудностей.

Однаизнихсостоитвтом,чтоинженер-разработчикСАУнеиме-
етвремени,ачастоидостаточныхзнаний,чтобыизучатьнаучную
литературупотеорииуправления,гдеэтиметодыизложены.

Цельэтойкниги-уменьшитьразрывмеждутеориейипрактикой.
Изложениекаждогометоданачинаетсяспостановкизадачи,затем

даютсяособенностиподходаиформируетсяутверждениеилипро-
цедура,отражающиесуществометода.Доказательствоутверждения
приводитсялишьвслучаях,когдаононесложноислужитдляболее
глубокогопониманияутверждения.Главызавершаютсякоммента-
риями,гдеобсуждаютсяистокиметодовихсовременноесостояние
идаетсякраткийобзордругихподходов.

Длямногихметодовимеетсядоступноепрограммноеобеспече-
ние.ВэтихслучаяхдаетсясписокдирективсистемыГАММАиm-
файловсистемыMATLAB.

Использованиеэтихпрограммныхсистемпозволяетоценитьэф-
фективностьвыбранногометодадляпостроенияуправленияобъек-
тамиконкретнойфизическойприроды.
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ВВЕДЕНИЕ
Выборметодапостроенияалгоритмаавтоматическогоуправления

зависитотцелейуправления,параметрическихивнешнихвозмуще-
ний.

Цельуправлениясостоитвобеспечениизаданныхграницпоказа-
телейточности,качестваигрубости(установившихсяошибок,вре-
менирегулирования,перерегулированияизапасовустойчивости).

Параметрическиевозмущенияописываютсяграницамивозмож-
ныхотклоненийотизвестныхзначенийпараметровдифференциаль-
ныхуправленийобъекта.Можновыделитьмалыеибольшиепара-
метрическиевозмущения.Причинойпервыхявляетсяразброспара-
метровкомпонентовобъектавпределахтехнологическихдопусков
наихизготовление,старениеэтихкомпонентовит.д.Большиепара-
метрическиевозмущенияявляютсяследствиемизменениярежимов
работыобъекта,поломкиегочастейит.д.Прималыхпараметриче-
скихвозмущенияхстроитсярегуляторспостояннымикоэффициен-
тами,априбольших-этикоэффициентыизменяются,адаптируясь
кнеизвестнымпараметрамобъекта.

Книгапосвященаметодампостроенияалгоритмовуправленияпри
заданныхдопускахнаустановившиесяошибки,времярегулирова-
нияпрималыхибольшихпараметрическихвозмущенияхивнеш-
нихвозмущениях,являющиесяизвестнымифункциямивременис
неизвестнымипараметрами.

Впервойглавеприводятсяпоказателиточности,качестваигру-
бости,которыеявляютсяпростымобобщениемизвестныхпонятий
наслучайнеизвестныхограниченныхвнешнихвозмущений.Описы-
ваютсямоделиобъектовуправленияивнешнихвозмущений.

Формируетсязадачасинтезарегуляторовпоэтимпоказателями
задачапостроенияадаптивногоуправления.

Втораяглавапосвященаметодам(LQ,H∞,l1)оптимизации.
Приводятсяпроцедурысинтезарегуляторовнаосновеэтихметодов.

МетодLQ-оптимизацииявляетсямощныминструментомсин-
тезарегуляторов,которыйвотличиеотметодалогарифмических
амплитудно-частотныххарактеристик(методаЛАЧХ),охватывает
многомерныесистемы.ВLQ-оптимизациицельуправленияопи-
сываетсязначениемквадратичногофункционалапеременныхобъ-
ектаиуправленияипоэтомувозникаетпроблемавыборакоэффи-
циентовэтогофункционалатак,чтобывыполнялисьтребованияк
показателямточности,качестваигрубости.

ПриH∞-оптимизацииодномерныхсистемцельуправленияно-

ситсодержательныйхарактер(максимумамплитудавынужденных
колебанийвыходаобъектапригармоническомвнешнемвозмуще-
нии).Однако,вмногомерномслучаеэтотсмыслнесохраняетсяи
поэтому,какивLQ-оптимизации,возникаетпроблемаопределе-
ниякоэффициентовфункционалаоптимизации.

Синтезрегуляторовпопоказателямточностикачестваигрубости
наосновеLQ-либоH∞-оптимизацииназываетсяаналитическим
синтезомрегуляторов.

Глава3посвященааналитическомусинтезурегуляторовдляобъ-
екта,переменныесостояниякоторогоизмеряются.Полученаструк-
турафункционалаLQ-оптимизации,прикоторойрегуляторобес-
печиваетзапасыустойчивостисистемыинайденасвязькоэффици-
ентапередачиразомкнутойсистемыскоэффициентамифункциона-
ла.Приведенасвязькоэффициентовфункционаласустановивши-
мисяошибками.

ДаютсяаналогичныезависимостидляH∞-оптимизации.
Наэтойосновестроятсяметодыаналитическогосинтезарегуля-

торов.
Глава4,какиглава7,являетсяцентральной.Внейприводится

методаналитическогосинтезарегуляторовпоизмерениямвыхода-
миобъекта.Длявосстановления(наблюдения)векторасостояния
регуляторапредыдущейглавыиспользуютсянаблюдатели,которые
даютоценкивекторасостояния,иисследуютсясвойствасистемс
наблюдателями.Оказывается,чтотакиесистемымогуттерятьгру-
бость,обеспечиваемуюрегуляторомпосостоянию,ипоэтомунеобхо-
димовосстановлениегрубости.Рассматриваютсядвавидаобъектов:
минимально-инеминимально-фазовые.Дляпервоговидавосстанов-
лениегрубостивозможноиприводитсяметодсинтезарегуляторов
наосновеLQ-оптимизации.Длянеминимально-фазовыхобъек-
товстроитсяуправление(называемоеточнымуправлением)которое
обеспечиваетлишьопределенныеграницыустановившихсязначений
регулируемыхпеременных.

Глава5вводитвадаптивноеуправление.Описываютсядвавида
такогоуправления:прямоеиидентификационное.

Приидентификационномадаптивномуправлениинаходятсяоцен-
кипараметровобъекта(объектидентифицируется)инаосновеэтих
оценоксинтезируетсярегулятор.

Прямоеадаптивноеуправлениеоснованонаиспользованииоткло-
нениявыходаобъектаотдопустимогозначения.

Первымвидомпрямогоадаптивногоуправленияявиласьсистема
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сэталонноймоделью,спомощьюкоторойзадаетсяжелаемыйвыход
системыприизмеряемомзадающемвоздействии.

Приводятсяалгоритмыадаптивногоуправлениясэталонноймо-
делью.

Вглаве6приводятсяметодыидентификации,используемыеда-
леевметодахидентификационногоадаптивногоуправления:метод
наименьшихквадратов(МНК)иконечно-частотнаяидентифика-
ция.

МНКпредназначендляидентификацииобъектовпривнешних
возмущенияхявляющихсястационарнымислучайнымипроцессами
типа"белыйшум".

Методконечно-частотныйидентификацииприменяется,когда
возмущение-неизвестнаяограниченнаяфункция.Длядостижения
необходимойточностиидентификациииспользуютсяспециальные
(идентифицирующие)воздействиянаобъект,которыесамонастра-
иваютсятакчтобывходивыходобъектанепревышализаданных
границ.

Глава7посвященаадаптивномууправлению.Вначалеприводит-
сяметодадаптивногоуправлениянаосновеМНК.Онприменимпри
внешнемвозмущении,являющемся"белымшумом".

Затемописываетсяпрямоеадаптивноеуправлениенаосновеме-
тодарекуррентныхцелевыхнеравенств.Цельуправления-миними-
зацияустановившеесяошибки.Внешнеевозмущение-произвольная
ограниченнаяфункция.

Вовторойчастиглавырассматриваетсячастотноеадаптивное
управление,котороеобеспечиваетзаданныйдопускнаустановившу-
юсяошибкурегулирования.Внешниевозмущения-известныефунк-
цииснеизвестнымипараметрами.

Нарядусобщимслучаем,рассматриваетсяадаптивныйПИД-ре-
гулятор,обеспечивающийтребуемуюточностьвусловияхизменения
режимовработыобъекта.

Вглаве8описываетсясистемеГАММА,котораяявляетсяпро-
граммнымобеспечениемрядаметодов,изложенныхвкниге.ГАМ-
МАпредназначенадляинженеров-разработчиковСАУ.Онасосто-
итиздиректив,решающихопределенныйклассзадач:аналитиче-
скийсинтезрегуляторов,конечно-частотнаяидентификацияича-
стотноеадаптивноеуправление.

Изложениемногихметодовкнигизавершаетсяссылкойнадирек-
тивысистемыГАММАилиm-функциисистемыMATLAB.Ис-
пользуяэтисистемыможноисследоватьвозможностиэтихметодов

применительнокконкретномуобъектууправления.
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1Целиуправления,моделисистеми

внешниевозмущения

Управление–этовоздействиенаобъект(процесс),направленноена
достижениезаданнойцели.Этоозначает,чтоцельуправленияяв-
ляетсяпервичнымпонятием,ауправление–этосредствоеедости-
жения.Всистемахуправленияцелямислужатпоказателиточности
икачества:установившиесяошибкистабилизации,времярегулиро-
вания,перерегулированиеит.д..

Обычно[1.1]и[1.2]этипоказателиопределяютсядляступенчатых
либогармоническихвнешнихизадающихвоздействий.Поскольку
рассматриваемыедалееметодыориентированынаболееобщийвид
такихвоздействий,когдаониявляютсянеизвестнымиограниченны-
мифункциями,товэтойглаве,послекраткогоописаниялинейных
моделейсистемуправления,этипоказателиразвиваютсядлятаких
воздействий.

Вторымцентромэтойглавыявляетсяформулировказадач,мето-
дамрешениякоторыхпосвященыпоследующиеглавы.

1.1Моделисистемуправления

1.1.1Одномерныесистемы

Рассмотримсистемууправления,описываемуюуравнениями

ẋ=Ax+bu+ψf,θ=ñx,y=d̃x+χ,x(t0)=x
(0)
,(1.1)

ẋp=Apx+bpy+ψpg,u=dpxp+cy,xp(t0)=x
(0)
p,(1.2)

гдеx(t)–n–мерныйвекторпеременныхсостоянияобъекта
(1.1),t0–заданныйначальныймоментвремени,y(t)–изме-
ряемаяпеременная,θ(t)-регулируемаяпеременная,χ(t)–помеха
измерения,f(t)–внешнеевозмущение,u(t)–управление,являю-
щеесявыходомрегулятора(1.2),xp(t)–npмерныйвекторпе-
ременныхсостояниярегулятора,g(t)–задающеевоздействие,A,
Ap–матрицычисел,d̃,ñ,dp–вектора-строки,b,ψ,bp,ψp–вектора-
столбцы,c–скаляр.

Начальныеусловияx
(0)

иx
(0)
pудовлетворяютнеравенствам

x
(0)

′

x
(0)

≤δ
2
,x

(0)
′

px
(0)
p≤δ

2
p,(1.3)

гдеδиδp–известныечисла.
Объект(1.1)частоописываютвформе"вход-выходкотораяпри

f(t)=χ(t)=0,имеетвид

y
(n)

+dn−1y
(n−1)

+···+d1ẏ+d0y=kmu
(m)

+···+k1u̇+k0u,m<n.
(1.4)

Нетруднонайтисвязькоэффициентовуравнений(1.1)и(1.4).
Действительно,преобразуясистему(1.1)поЛапласу,получимпри

нулевыхначальныхусловиях,x(s)=(Es−A)
−1
bu(s).Отсюдасле-

дуетвыражение

y(s)=d(Es−A)
−1
bu(s)=

d(˜Es−A)b

det(Es−A)
u(s),(1.5)

где(˜Es−A)–присоединенаяматрица:(˜Es−A)(Es−A)=
Edet(Es−A),E–единичнаяматрицасоответствующихразмеров.

Сдругойстороны,передаточнаяфункцияобъектавформе"вход-
выход"

w0(s)=
kms

(m)
+···+k1s+k0

s(n)+dn−1s(n−1)+···+d1s+d0
=
k(s)

d(s)
(1.6)

итакимобразом

d(s)=det(Es−A),k(s)=d(˜Es−A)b.(1.7)

Будемразличатьдвавидаобъектов:минимально–и
неминимально–фазовыеобъекты.Всекорниполиномаk(s)
минимально–фазовогообъектаимеютотрицательныевещественные
части.Впротивномслучаеобъектназываетсянеминимально–
фазовым.Полиномы,чьикорниимеютотрицательныевеществен-
ныечастичастоназываютгурвицевымиполиномами.

Уравнениярегулятора(1.2)вформе"вход-выход"записываются
аналогичнокак

dp(s)u=kp(s)y,(1.8)
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гдеdp(s)=det(Es−Ap)=dp,ns
(n)

+dp,n−1s
(n−1)

+···+dp,1s+

dp,0,kp(s)=dp(˜Es−Ap)bp+c=kp,ms
(m)

+···+kp,1s+kp,0,
m≤n

Передаточнаяфункцияразомкнутойсистемыимеетвид

w(s)=−
k(s)kp(s)

d(s)dp(s)
(1.9)

Характеристическийполиномсистемызаписываетсякак

D(s)=d(s)dp(s)−k(s)kp(s)(1.10)

1.1.2Многомерныесистемы

Многомерныесистемыописываютсяуравнениями

ẋ=Ax+Bu+Ψf,θ=Nx,y=Dx+χ,x(t0)=x
(0)

(1.11)

ẋp=Apx+Bpy+Ψpg,u=Dpxp+Cy,xp(t0)=x
(0)
p(1.12)

гдеy(t)–r–мерныйвекторизмеряемыхпеременных,u(t)–m—
мерныйвекторуправлений,θ(t)-m1—мерныйвекторрегулируе-
мыхпеременных,g(t)–m1—мерныйвекторзадающихвоздействий,
f(t)–µ—мерныйвекторвнешнихвозмущений,χ(t)–r—мерный
векторпомехизмерения,A,B,Ψ,D,N,Ap,Bp,Ψp,Dp,C–матрицы
чиселсоответствующихразмеров.

Здесьидалеематрицыобозначеныпрописными,авектора-
строчнымибуквами.Исключениемявляетсяобозначениепрописны-
мибуквамихарактеристическогополиномасистемыиегокоэффи-
циентов.

Далеебудемполагать,чтообъект(1.11),какиобъект(1.1),пол-
ностьюуправляемиполностьюнаблюдаем.

1.1.3Дискретныесистемы

ЧасторегуляторсодержитуправляющуюЭВМ.Вэтомслучаеон
описывается(приg(t)=0)разностнымиуравнениями:

xp[(k+1)]=Φpxp(k)+Rpy(k)(k=0,1,2,...),(1.13)

u(k)=Dpxp(k)+Cpy(k)(k=0,1,2,...),(1.14)

u(t)=u(kh)=u(k),kh≤t≤(k+1)h(k=0,1,2,...),(1.15)

гдеh–интервалдискретностирегулятора,Φp,Rp,Dp,Cp–
матрицычиселсоответствующихразмеров.Посколькудляработы
регулятора(1.13),(1.14)достаточноизмерениявектораулишьв
дискретныемоментывремени0,T,2T,3Tит.д.,тоестественно
приопределениипараметровдискретногорегулятораиспользовать
дискретнуюмодельобъекта(1.11),(1.12).Такаямодельприf(t)=
χ(t)=0имеетвид

x[(k+1)]=Φx(k)+Ru(k),θ(k)=Nx(k)(1.16)

y(k)=D(k)x(k)+χ(k),(k=0,1,2,...)(1.17)

МатрицыΦиRнетруднопостроитьнаосновематрицAиB,
есливоспользоватьсяформулойКоши

x(t)=e
A(t−t0)

x(t0)+

t ∫

t0

e
A(t−τ)

Bu(τ)dτ.(1.18)

Тогдаприt=(k+1)hиt0=khполучим

Φ=e
Ah

=E+Ah+
1

2!
(Ah)

2
+···+

1

µ!
(Ah)

µ
+···+(1.19)

R=

[
Eh+

1

2!
Ah

2
+···+

A
µ−1

h
µ

µ!
+···

]
B.(1.20)

Этиуравнениядляслучаяскалярныхизмеряемойпеременнойи
управленияимеютвид

y(k)+ϕ1y(k−1)+···+ϕny(k−n)=r1u(k−1)+···+rnu(k−n),k=1,2,...
(1.21)

1.1.4Внешнеевозмущениеизадающеевоздействия

Материальныймир,невключающийвсебясистемууправления
(1.1),(1.2),называетсясредой.Внешнеевозмущениеf(t)–этомо-
дельвоздействиясредынасистемууправления.Функцияf(t)огра-
ниченаизвестнымчисломf

∗
:|f(t)|≤f

∗
.Обычнообэтойфунк-

цииимеетсязначительнобольшесведений,чемеёограниченность.
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Этисведениязависятотобластиприменениясистемыуправления
(транспорт,энергетика,нефте-газоваяпромышленностьит.п.).В
связисэтимбудемполагать,что

f(t)=f
s
(pf,t),(1.22)

гдеpf–nf-мерныйвекторпараметроввнешнеговозмущения,
f
s
(pf,t)–известнаяфункция,котораяопределяетсяобластьюпри-

менениясистемыуправления.Векторpf–неизвестениегокомпо-
нентыудовлетворяютнеравенствам

pfi≤pfi≤p̄fi,(1.23)

вкоторыхpfiиp̄fi(i=1,nf)–известныечисла.

Функцияf
s
(pf,t)такова,чтодлявсехзначенийпараметровиз

множества(1.23)

|f
s
(pf,t)|≤f

∗
,t0≤t≤∞.(1.24)

Приэтомзаданнаяграницаf
∗

должнадостигаться:

sup
t0≤t≤∞

f
s
(pf,t)=f

∗
.(1.25)

Функцияf
s
(pf,t)называетсятиповымвнешнимвозмущением.

Далеебудемиспользоватьобозначение

pf∈Ωf,(1.26)

гдеΩf–множество,описываемоенеравенствами(1.23)и(1.24).
Сточностьюдообозначенийизложенноесохраняетсядлязадаю-

щеговоздействия:

g(t)=g
s
(pg,t),(1.27)

гдеpg–ng-мерныйвекторпараметровзадающеговоздействия,g
s

–известнаяфункция,котораяопределяетсяобластьюприменения
системыуправления.

Функцияg
s
(pg,t)называетсятиповымзадающимвоздействием.

Далеебудемрассматриватьтривидафункцийвнешнеговозмущения
f(t).

А)Ступенчатоевнешнеевозмущение:

f(t)=0приt<0,f(t)=pf0приt≥0(1.28)

гдевеличинаpf0удовлетворяетнеравенству

|pf0|≤f
∗
,(1.29)

вкоторомf
∗

–заданноечисло.
В)Гармоническоевнешнеевозмущение.

f(t)=pf1sinpf2t,(1.30)

параметрыкоторогоудовлетворяютнеравенствам

|pf1|≤f
∗
,pf

2≤pf2≤p̄f2,(1.31)

гдеpf
2

иp̄f2–заданныечисла.

С)Кусочно-непрерывноевозмущение.
Этовозмущениеявляетсякусочно-непрерывнойфункцией.Такая

функцияразложимаврядФурье:

f(t)=
∞∑

i=0

p
s
fisinp̃fit+p

c
ficosp̃fit=

∞∑

i=0

pfisin(p̃fit+ϕfi),(1.32)

вкоторомчислаp̃fi=
2iπ
t1−t0(i=0,∞),аpfi(i=0,∞)–неизвест-

ныечисла,удовлетворяющиеусловию

∞∑

i=0

|pfi|≤f
∗
.(1.33)

1.2Целиуправления(Показателиточностиика-

чества)

Процесспорегулированиюпеременнойθ(t)системы(1.1),(1.2)раз-
деляютвовременидвапроцесса:переходныйиустановившийся.
Первыйизнихвызываетсяначальнымиусловиямииизменением
состояниясистемыпривозникновениивнешнеговозмущения.Уста-
новившийсяпроцесс–этообычныйрежимработысистемы,обуслов-
ленныйвнешнимвозмущением.Поистечениинекотороговремени,
называемымвременемрегулирования,переходныйпроцессзатухает
доустановившегося.Опишемпонятияпрямыхпоказателей,предпо-
лагая,чтокоэффициентыобъектаизвестны.Крометого,дляпросто-
тыбудемполагать,чтозадающеевоздействиеотсутствует(g=0).
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Рассмотримвначалесвободноедвижениесистемы,когдавнешнее
возмущениеотсутствует(f(t)=0).

Определение1.Ошибкарегулированияприсвободномдвижении
системы–эточисло

θсв,m=sup
x̄(t0)∈Ω0
t0≤t<∞

|θ(t)|,(1.34)

гдеΩ0∈R
n

–множество,описываемоенеравенствами(1.3),x̄=
[x,xp]

T

Определение2.Времярегулированияприсвободномдвиженииси-
стемы–этоминимальноеположительноечислоtcтакое,чтоначи-
наясмоментавремениt0+tcвыполняетсяусловие

sup
x̄(t0)∈Ω0

|θ(t)|≤θсв,t≥t0+tc,(1.35)

вкоторомθсв–заданноечисло.
Рассмотримтеперьслучай,когдаf(t)6=0.
Определение3.Ошибкарегулирования

θm=sup
x̄(t0)∈Ω0
t0≤t<∞

f∈Ωf

|θ(t)|.(1.36)

Определение4.Установившаясяошибка–этоминимальноеполо-
жительноечислоθcттакое,чтодлявсехt1>t0

sup
x̄(t0)∈Ω0

f∈Ωf

|θ(t)|≤θcт,t1≤t<tk,t0≤t1<tk.(1.37)

гдеtk–моментокончанияработысистемы.
Частополагаютtk→∞иопределяютустановившуюсяошибку

как
θуст=lim

t→∞
sup|θ(t)|.(1.38)

иопределяютвеличинуσ=|θm−θуст|
θуст

,котораяназываетсяпе-

ререгулированием.
Введемчисло

θp=max(θсв,θст+ε),(1.39)

гдеε–заданное,достаточномалоечисло.

Определение5.Времярегулирования–этоминимальноеположи-
тельноечислоttrтакое,что,начинаясмоментавремениt0+ttr
выполняетсянеравенство

sup
x̄(t0)∈Ω0

f∈Ωf

|θ(t)|≤θp,t0+ttr≤t<∞.(1.40)

Числоθустназываетсяпоказателемточностисистемы,ачисла
θmиttr–показателямиеёкачества.

Этиопределенияявляютсяобщимиионинесвязанысвидомурав-
нений(линейных,нелинейныхит.д.),описывающихсистемууправ-
ления.

Длясистем,описываемыхлиненымиуравнениями(1.1),(1.2)ча-
стовремярегулированияоцениваюткакобратнуювеличинунаи-
меньшегозначениямодулейвещественныхчастейкорнейsi(i=
1,ns)характеристическогополиномаэтойсистемы

t
−1
tr=min

1≤i≤ns|Resi|,ns=n+np(1.41)

Приэтомпредполагается,чтоэтотполиномнеимееткратныхкор-
ней.

1.3Основныезадачи

1.3.1Областьприменимостилинейноймоделирегулятора

.
Регуляторвключаетвсебятриустройства:измерительноеиис-

полнительное,атакжеустройствореализацииалгоритмапреобра-
зованияy(t)вu(t).

Измерительноеустройствоимеетестественныйпределизмерения
(±ysat)ипоэтомуизмеряемыйвыходобъекта(1.82)недолженпре-
вышатьэтувеличину:

|y(t)|≤ysat,(1.42)

гдеysat–известноечисло.Впротивномслучаеинформацияоб
объектепоступаетдляпреобразованиявсоответствиисалгоритмом
управлениялишькакзначения+ysat,либо–−ysat.

Исполнительноеустройствочастоотносяткобъектууправления.
Вэтомслучаеu(t)–сигналнавходеисполнительногоустройства,
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котороеимеетограничения(±usat):

|u(t)|≤usat,(1.43)

гдеusat–известноечисло.
Еслиэтонеравенствонарушается,тоисполнительноеустройство

воспринимаетлишь+usatи−usat,чтонедостаточнодлявыпол-
нениятребованийксистеме.

1.3.2Параметрическиевозмущения

Обычнокоэффициентыобъектаизвестнысопределеннойпогрешно-
стью.Вэтомслучаеговорятопараметрическихвозмущениях(пара-
метрическойнеопределенности).Уравненияобъектапритакихвоз-
мущенияхимеютвид

ẋ=A(p)x+b(p)u+ψ(p)f,y=d̃(p)x+χ,θ=ñ(p)x,(1.44)

гдеp–ñp-мерныйвекторнеизвестныхчисел.Коэффициентыэтих
уравненийявляютсянеизвестнымифункциямивектораp.

Границыкомпонентэтоговектораизвестны:

p≤pi≤p(i=1,np),(1.45)

гдеpиp(i=1,np)–известныечисла,являющиесянижнейи
верхнейграницамиинтервалов(1.45).

Вчастномслучаеуравнение(1.44)имеетвид

ẋ=(A+∆A)x+(b+∆b))u+(ψ+∆ψ)f,y=(d̃+∆̃d)x+χ,θ=(ñ+∆̃n)x,
(1.46)

гдематрица∆Aивектора∆b,∆ψ,∆̃d,∆̃nназываютсяпа-
раметрическимивозмущениями.Ониописываютсяинтерваламис
известнымиграницами

aij≤aij+∆aij≤aij,bi≤bi+∆bi≤biψi≤ψi+∆ψi≤ψi

d̃i≤d̃i+∆̃di≤d̃i,ñi≤ñi+∆̃ni≤ñi,(i=1,n).
(1.47)

Далее,дляопределенности,будемиспользоватьинтервальнуюмо-
дель(1.46)ирассмотримсистему,состоящуюизобъекта(1.46)и
регулятора(1.8):

dp(s)u=kp(s)y.(1.48)

Этасистеманазываетсяробастно-устойчивой,еслионаустойчива
привсехзначенияхкоэффициентовобъектаиззаданныхинтервалов
(1.47).Объект(1.46)называетсяробастно-стабилизируемым,если
существуетрегулятор(1.48),обеспечивающийустойчивостьсистемы
(1.46),(1.48)привсехзначенияхкоэффициентовобъектаиззадан-
ныхинтервалов(1.47).Еслиэтотрегуляторобеспечиваеттребова-
ниякточностиикачествусистемы,тосистеманазываетсясистемой
сробастнымкачеством.

Показателямичувствительностисистемыкпараметрическимвоз-
мущениямслужатзапасыустойчивостипофазе(ϕз)имодулю
(L),которыеопределяются,используяпараметрическиневозмущен-
нуюсистему.Запасыустойчивости,которыемогутбытьопределены
экспериментально,являютсяобобщеннымипоказателямичувстви-
тельности,несвязаныявносуказаннымивышеинтервалами.

Врезультатемноголетнегоопытаэксплуатацииразличныхсистем
регулированияустановленыирекомендованы[1.16]дляиспользова-
нияприпроектированииновыхсистемследующиезначениязапасов
устойчивости:

ϕ
∗
з=30

◦
÷60

◦
;L

∗
=2÷10.(1.49)

Малыезначениязапасовустойчивости,посравнениюсдопусти-
мымиявляютсяпризнакомтого,чтосистемаможетпотерятьустой-
чивостьприпараметрическихвозмущенияхиззаданныхинтерва-
лов.Этоозначает,чтозапасыустойчивостиявляютсянеобходимым
условиемробастнойустойчивости.

Запасыустойчивости,какправило,проверяютсяприпроектирова-
нииииспытанияхсистемуправленияипоэтомуразработкаметодов
построениярегуляторовсопровождаетсяисследованиемобеспечива-
емыхимизапасовустойчивости.

1.3.3Запасыустойчивости.Грубость

Понятиерадиусазапасовустойчивости
Запасыустойчивостиопределяютсячастотнойпередаточной

функциейразомкнутойсистемы

w(jω)=a(ω)e
ϕ(ω)

(1.50)

Запасустойчивостипофазе

ϕз=−π+ϕ(ωср),(1.51)
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гдеωср–частотасреза,определяемаяравенствомa(ωср)=1.
Запасустойчивостипомодулю

L=min[a(ω1),1/a(ω2)],(1.52)

гдечастотыω1иω2находятсяизусловий

ϕ(ω1)=−π,mina(ω1)>1,ϕ(ω2)=−π,maxa(ω2)<1.(1.53)

Уравнениеa(ωср)=1можетиметьнесколькорешенийотноси-
тельноωср.Вкачествеωсрпринимаетсямаксимальноезначение.
Аналогичныйсмыслимеютнеравенстваввыражениях(1.53).

Иногдаудобноопределятьзапасыустойчивости,используявозму-
щенныепередаточныефункции

w̄1(s)=k1w(s),w̄2(s)=e
−jϕ1

w(s)(1.54)

вкоторыхk1иϕ1-положительныечисла.
Запасомустойчивостипомодулюназываетсянаибольшееполо-

жительноечислоLтакое,чтоприk1>Lлибоприk1<L
−1

возмущеннаясистемаустойчива,азапасустойчивостипофазе-это
наибольшееположительноечислоϕтакое,чтоприϕ∈[0,ϕ1]воз-
мущеннаясистемаустойчива.

Запасыустойчивостипомодулюифазеопределяютсянезависимо
ипоэтомувозможнаситуация,показаннаянарис.1.1,

Рис.1.1
когдагодографамплитудно-фазовойхарактеристикиразомкну-

тойсистемы(годографНайквиста)проходитскольугодноблиз-
кококружностиединичногорадиусаиквещественнойоси.За-
пасыустойчивостисистемы,имеющейтакойгодограф:L=∞,

ϕз>45
o

,однако,есливозмущеннаясистемаописываетсяпереда-
точнойфункциейw̄3(s)=k1e

−jϕ1
w(s),тоонатеряетустойчивость

прискольугодномалыхотклоненияхчислаk1отединицыиϕ1-от
нуля.

Чтобыизбежатьподобнойситуациииспользуетсярадиусзапасов
устойчивости.

Определение6Радиусзапасовустойчивости(r)–этомаксималь-
ныйрадиускругасцентромвточке(−1;0j),которыйнепересека-
етсягодографомамплитудно-фазовойхарактеристикиразомкнутой
системы.

Указанныйвэтомопределениикругпоказаннарис.1.2.

Рис.1.2

Радиусзапасовустойчивостисвязансзапасамиустойчивостипо
фазеимодулюсоотношениями

1

1+r
<L<

1

1−r
,|ϕз|=arccos(1−

r
2

2
)(1.55)

Используяэтисоотношения,нетруднозаключить,чтоеслиr=
0,75,тозапаспофазеϕз=42

◦
,запаспомодулюL=1,75.При

r=1ϕз=60
◦

,L=2.

Определение7.Системаназываетсягрубой,еслиеерадиусзапа-
совустойчивости

r≥r
∗
,(1.56)

гдеr
∗

=0.75.

Радиусзапасовустойчивостисвязанспередаточнойфункциейси-
стемысоотношением

[1+w(−jω)][1+w(jω)]≥r
2
,0≤ω≤∞(1.57)
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Еслииспользоватьфункциювозвратнойразности

vp(s)=1+w(s),(1.58)

то
r
2

=inf0≤ω≤∞|vp(jω)|
2
.(1.59)

Экспериментальноеопределениезапасовустойчивости
Радиусзапасовустойчивости,какизапасовустойчивостипофа-

зеимодулю,можетбытьнайденэкспериментально.Дляописания
экспериментоврассмотримсистему(1.4),(1.8)(случайвнешнихвоз-
мущенийипомехбудетрассмотренвглаве7),вкоторойвуравнении
(1.8)заменимyнаy−v.

Приложимксистемеиспытательныйсигнал

v(t)=1sinωt.(1.60)

Передаточнаяфункцияtyv(s)системы,связывающаявыходy=
tyv(s)vсиспытательнымсигналом,имеетвид

tyv(s)=
w(s)

1+w(s)
.(1.61)

ПередаточнаяфункцияS(s),связывающаяошибкуe=v−yс
испытательнымсигналомследуетиз(1.61)

S(s)=
1

1+w(s)
.(1.62)

ПередаточнаяфункцияS(s)называетсяфункциейчувствитель-
ности,афункция

v(s)=1+w(s)(1.63)

называетсявозвратнойразностью.
Амплитудаустановившихся(t→∞)колебанийошибкиврас-

сматриваемойсистеме

ae(ω)=
1

|1+w(jω)|
,0≤ω≤∞.(1.64)

Нетрудновидеть,чтомаксимумамплитудыэтихколебанийявля-
етсявеличинойобратнойрадиусузапасовустойчивости

max
0≤ω≤∞

ae(ω)=r−1.

Вчастномслучае,когдасистема(1.4),(1.8)устойчивавразо-
мкнутомсостоянии(полиномыd(s)иdp(s)ееописаниявформе
"вход-выход"являетсягурвицевым),системаразмыкается(вурав-
нении(1.8)сигналy(t)заменяеисяна−vивыходобъекта(1.4)
поступаетнавходфильтраФурье,описанноговп.7.3.Выходыэто-
гофильтраявляютсяоценкамизначенийRew(jω)иJmw(jω),
0≤ω≤∞.

Используяэтифункции,находитсянаименьшеезначениефункции

|1+w(jω)|
2

=(1+Rew(jω))
2

+Jm
2
w(jω).

Показательколебательности
Используяпередаточнуюфункцию(1.61),связывающуювыход

объектасиспытательнымсигналом,удобноописатьширокоисполь-
зуемоепонятиепоказателяколебательности(М):

M=max
0≤ω≤∞

|w(jω)|
|1+w(jω)|

.(1.65)

1.3.4Основныезадачи

Сформулируемзадачи,рассматриваемыевпоследующихглавах.
Вначалеподитожимизложенноевышевформеследующихпред-

ложений.
A.Предположения.
A1.Внешнеевозмущение-известнаяфункцияснеизвестнымипа-

раметрами

f(t)=f
s
(pf,t),f∈Ωf,(1.66)

A2.Задающеевоздействие-известнаяфункцияснеизвестнымипа-
раметрами

g(t)=g
s
(pg,t),g∈Ωg,(1.67)

B.Целиуправления.
B1.Установившаясяошибканедолжнапревышатьзаданногочис-

лаθ
∗
уст

θуст≤θ
∗
уст.(1.68)

B2.Времярегулированиянедолжнопревышатьзаданногочисла
t
∗
tr
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ttr≤t
∗
tr.(1.69)

B4.Системадолжнабытьгрубой.Этоозначает,чтозапасыустой-
чивостиеелинейноймоделиудовлетворяютусловиям

ϕ3≥42
◦
,L≥1,75.(r≥0.75)(1.70)

C.Ограничения.
C1.Измеряемаяпеременнаяобъектаограниченазаданнымчислом

ysat
|y(t)|≤ysat,t≥t0.(1.71)

C2.Выходрегулятораограничензаданнымчисломusat

|u(t)|≤usat,t≥t0(1.72)

Примечание.Предполагается,чтоначальныеусловиятаковы,что,
приотсутствиивнешнихвозмущенийизадающихвоздействий,си-
стемаудовлетворяетограничениям(1.71),(1.72).

Пустьобъект(1.1)–робастно-стабилизируем.
ЗадачаА(синтезарегулятора).Найтирегулятор(1.2)такой,

чтобывыполнялисьтребования(1.68)и(1.69)кточностиивремени
регулирования,асистемабылагрубой.

Частнымслучаемэтойзадачиявляется
ЗадачаА1(точногоуправления).Найтирегулятор(1.2)та-

кой,чтобывыполнялисьтребования(1.68)и(1.69)кточности.
Рассмотримтеперьслучай,когдаобъект(1.1)неявляется

робастно-стабилизируемым.Этоозначает,чтопараметрическиевоз-
мущенияобъектавеликиинесуществуетрегулятора(1.2)спосто-
яннымикоэффициентами,обеспечивающегоустойчивостьсистемы.

ЗадачаБ(адаптивногоуправления).Найтирегулятор,коэф-
фициентыкоторогоопределяютсявпроцессеработыобъектатак,
такой,чтобывыполнялисьтребование(1.68)кточности.

РешениезадачАиА1можетнесуществовать.Вэтомслучаенахо-
дятсяграницыθ

∗
устиt

∗
trдостижимыхточностиивременирегули-

рования(взадачеА1-толькодостижимойточности),прикоторых
онаимеетрешение.

ВзадачеБпредполагается,чтопрималыхпараметрическихвоз-
мущенияхдлянеесуществуетрешениезадачиА.

Прирешенииэтихзадачявноилинеявноучитываютсяограниче-
ния(1.71),(1.72)навходыивыходырегулятора.

ЗадачиАиБсформулированыдляодномерногообъекта.Ихлегко
обобщитьнамногомерныйслучай.Этоотноситсяикихрешению.
Синтезрегуляторовприводится,какдляодномерноготакимного-
мерногообъектов,вглавах2–4,аадаптивномууправлениюодно-
мерными,дляпростоты,объектамипосвященыглавы5–7.

1.4Комментарии

1.4.1Областьприменимостилинейноймоделиобъекта

Программноеуправлениеиуравнениявозмущенногодви-
жения

Рассмотримобъектуправления,описываемыйуравнениями

ϕ
(1)

(ν̈,ν̇,ν,æ,f,p,t)=0,t≥t0

ξ=ϕ
(2)

(ν,ν̇,t),η=ϕ
(3)

(ν,ν̇,t),
(1.73)

гдеν(t)–nν-мерныйвекторпеременныхобъекта,ν̇(t)иν̈(t)–
производныеэтоговектора,æ(t)–управление,f(t)–внешнеевоз-
мущение,p–np-мерныйвекторпараметров,ξ(t)–переменная,
отклоненияоткоторойизмеряются,η(t)-регулируемаяпеременная
,ϕ

(1)
–известнаяnν-вектор-функциятакая,чторешениеуравне-

ния(1.73)существуетиединственно,ϕ
(i)

(i=1,2,3)–известные
функциисвоихаргументов.

Уравнение(1.73)соответствуетфизическойприродеобъектаи
формируетсянаосновезаконовэтойприроды.Будемназыватьих
уравнениямивформеЛангранжа,счьимименемсвязаныуравне-
нияпроцессоввмеханике.

Начальныеусловияипараметры–неизвестныечисла,удовлетво-
ряющиенеравенствам

nν ∑

i=1

ν
2
i(t0)≤ν

∗2
,

nν ∑

i=1

ν̇
2
(t0)≤ν̄

∗2
;(1.74)

p≤pi≤p̄i(i=1,np),(1.75)

вкоторыхν
∗

,ν̄
∗

,piиp̄i(i=1,np)–известныечисла.
Внешнеевозмущениеf(t)–неизвестнаяограниченнаяфункция:

|f(t)|≤f
∗
,(1.76)
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гдеf
∗

–известноечисло.
Управлениеæ(t)служитдлядостижениязаданнойцели,которая

описываетсясовокупностьюнеравенствдляпеременныхобъектаи
регулируемойпеременной.Ононеможетбытьполностьюопределе-
нодоначала(t0)функционированияобъекта,таккакначальные
условия,внешнеевозмущениеипараметрыобъекта,удовлетворяю-
щиенеравенствам(1.74),(1.76),неизвестны.Всвязисэтимуправ-
лениеæ(t)содержитдвекомпоненты

æ(t)=upr(t)+u(t),(1.77)

перваяихкоторыхupr(t)–программноеуправление,вторая–u(t)
–стабилизирующееуправление(выходрегулятора).

Программноеуправлениестроитсякакфункциявременинаосно-
веизвестнойинформацииобобъекте.Этоозначает,чтовуравнении
(1.73)полагают

f(t)=0,p=ppr,ν(t0)=ν
∗
pr,ν̇(t0)=ν̄

∗
pr,(1.78)

гдеppr,ν
∗
pr,ν̄

∗
pr–заданныевектора.

Уравнения(1.73)принимаютвэтомслучаевид

ϕ
(1)

(ν̈,ν̇,ν,æ,0,ppr,t)=0,ν(t0)=ν
∗
pr,ν̇(t0)=ν̄

∗
pr.
(1.79)

Используяэтиуравнения,изцелевыхнеравенствнаходятпро-
граммноеуправлениеæ(t)=upr(t).

Этомууправлениюсоответствуетпрограммноедвижениеνpr(t)и
ν̇pr(t),являющиесярешениемуравнения(1.79),ифункцииξpr(t)=
ϕ

(2)
(νpr,ν̇pr,t)и

ηpr(t)=ϕ
(3)

(νpr,ν̇pr,t).(1.80)

Представляярешенияуравнений(1.73)как

ν=νpr+q,ν̇=ν̇pr+q̇,η=ηpr+θ,ξ=ξpr+y,(1.81)

запишемуравнениявозмущенногодвижения

ϕ
(1)

(ν̈pr+q,ν̇pr+q,νpr+q,upr+u,f,p,t)=0,

y=ϕ
(2)

(νpr+q,ν̇pr+q,t)−ξpr,θ=ϕ
(3)

(νpr+q,ν̇pr+q,t)−ηpr.
(1.82)

Уравненияпервогоприближения
Разлагаяфункцииϕ

(i)
(i=1,2,3)врядТейлоравокрестности

известныхфункций

ν(t)=νpr(t),ν̇(t)=ν̇pr(t),æ(t)=upr(t),f(t)=0,p=ppr(t),
(1.83)

иопускаянелинейныеслагаемые,получимуравненияпервогопри-
ближения

N
(2)

(t)q̈+N
(1)

(t)q̇+N
(0)

(t)q=l(t)u+m(t)f,t≥t0

y=c
(0)
y(t)q+c

(1)
y(t)q̇,θ=c

(0)
θ(t)q+c

(1)
θ(t)q̇,

(1.84)

вкоторыхэлементыматрицN
(k)

(t)(k=0,1,2)ивекторовl(t)и
m(t)имеютвид

N
(2)
ij=

∂ϕ
(1)
i

∂ν
(k)
j

∣∣
∣∣
∗

(ij=1,nν,k=0,1,2),li=
∂ϕ

(1)
i

∂æ

∣∣
∣∣
∗

,mi=
∂ϕ

(1)
i

∂f

∣∣
∣∣
∗

,i=1,nν

c
(0)
y,i=

∂ϕ
(2)

∂νi

∣∣
∣
∗

,c
(1)
y,i=

∂ϕ
(2)

∂ν̇i

∣∣
∣
∗

,c
(0)
θ=

∂ϕ
(3)

∂νi

∣∣
∣
∗

,c
(1)
θ=

∂ϕ
(3)

∂ν̇i

∣∣
∣
∗

,i=1,nν.

(1.85)
Символ

∣∣∗
означает,чтопроизводныевычисляютсяпризначе-

ниях(1.83).
Матрицыивекторауравнений(1.84)являютсяфункциямивреме-

ни,которыезаменяютсякусочно-постояннымифункциямиитогда
этиуравненияпринимаютвид

N
(2)
[i]q̈+N

(1)
[i]q̇+N

(0)
[i]q=l[i]u+m[i]f,ti−1≤t≤ti

y=c
(0)
y[i]q+c

(1)
y[i]q̇,θ=c

(0)
θ[i]q+c

(1)
θ[i]q̇,

(1.86)

гдеi,(i=1,N)–номеринтерваластационарностиобьекта(но-
меррежимаегоработы),втечениикоторогоегокоэффициенты
постоянны.Длительностьэтихинтерваловдостаточновеликатак,
чтомодуликомпонентвектор-функцииq(t),возбужденныеначаль-
нымиусловиямиприf(t)=u(t)=0,вконцеi−тогоинтервала
непревышаютзаданныхдостаточномалыхчисел.Притакойдли-
тельностиговорят,чтообъектудовлетворяетгипотезеквазистациор-
ности.Есливнешнеевозмущениеf(t)-кусочно-постояннаяфункция,
длительностьинтерваловпостоянствакоторойвеликавописанном
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вышесмысле,тобудемговорить,чтовнешнеевозмущениеудовле-
творяетгипотезеквазистациорности.

Сфизическойточкизрения,основаниемдлязаменыуравнений
(1.84)уравнениями(1.86)служиттотфакт,чтопрограммноедвиже-
ниеявляетсянесоизмеримоболее"медленнымпосравнениюссоб-
ственноедвижениемобъекта,описываемымуравнениями(1.84)на
каждоминтервале.Точностьэтойзаменыможнопроверить,срав-
ниваярезультатычисленногорешенияуравнений(1.84)и(1.86)при
одинаковыхначальныхусловияхитиповыхфункцияхu(t)иf(t).

Допустимаяобластьприменимостиуравнений(1.86)(каки(1.84))
ограниченаусловиями

|qi(t)|≤ε
q
i,|q̇i(t)|≤ε̄

q
i,(i=1,nν),(1.87)

вкоторыхε
q
iиε̄

q
i(i=1,nν)–положительныечисла,такие,что

решенияуравнений(1.86)и(1.82)достаточноблизкипризаданных
начальныхусловияхизаданныхфункцияхu(t)иf(t).

Дляпростоты,далеерассматриваетсялишьодинрежимработы
объектаипоэтомуопускаявуравнениях(1.86)нижнийиндекс[i]
запишемихкак

N
(2)
q̈+N

(1)
q̇+N

(0)
q=lu+mf,

y=c
(0)
yq+c

(1)
yq̇,θ=c

(0)
θq+c

(1)
θq̇,

(1.88)

иприводяэтиуравнениякформеКоши,получимуравнения(1.1).
Уравнения(1.88)будемназыватьуравнениямивфизическихпере-

менных,таккакпеременныеq(t)имеютясныйфизическийсмысл:
этообобщенныекоординатывмеханике,токинапряжениевэлек-
тротехникеит.д.

Уравнения(1.1)обычноназываютуравнениямивпространстве
состояний.Переменныесостояниялишьвредкихслучаяхимеютсо-
держательныйсмысл,таккакониявляютсялинейнойкомбинацией
физическихпеременных.Видэтойкомбинациизависитотспособа
приведенияуравненийвфизическихпеременныхкуравнениямв
пространствесостояний(формеКоши)иэтихспособов–множество
[1.9].

Функциирегулятора.
Функцияηpr(t)соответствуетцелям(выражаетцели)управ-

ления.Однако,онаможетбытьреализованалишьв"идеаль-
ных"условиях,когданачальныеусловия,внешнеевозмущениеипа-
раметрыизвестны(ν(t0)=ν

∗
pr,ν̇(t0)=ν̄

∗
pr,f(t)=0,p=ppr).

Реальнаяфункцияη(t)отличаетсяот"идеальной"ηpr(t)из-за
того,чтоусловия(1.78)невыполняютсяипоэтомунеобходимодо-
полнительноеуправление,котороезависитотреализовавшихсязна-
ченийν(t0),ν̇(t0),f(t)иp.Сведенияобэтихзначенийнеявно
содержатсявизмеряемойпеременнойy(t),котораяиспользуетсяв
регуляторе,формирующемдополнительноеуправление.

Дляописаниярегулятораобозначимu
t
0функциюu(t),опреде-

леннуюнаинтервале[t0,t].Аналогичноеобозначениебудемисполь-
зоватьдляпеременнойy(t).

Опишемрегуляторуравнением

ϕc(u
t
0,y

t
0,pc,t)=0,(1.89)

котороеоднозначноразрешимоотносительноu
t
0,игдеpc–np-

мерныйвекторпараметроврегулятора.

Построениеоператораϕcивекторапараметровpcприизвест-
номвектореpprназываетсясинтезомрегулятора.Еслиоператор
ϕcзадан,тосинтезописываетсякак

pc=µ(ppr)(1.90)

гдеµ-np-мернаявектор-функция.

Важнымчастнымслучаемрегулятораявляетсяслучай,когдаон
описываетсяуравнениями(1.2)

Дляэтогослучаявуравнении(1.90)ppr=[dn−1,...,d0,kγ,...,k0]
Цельрегуляторасостоитвтом,чтобырегулируемаяпеременная
θ(t)=η(t)−ηpr(t)непревышалозаданнойвеличиныθ

∗
:

|θ(t)|≤θ
∗
,t≥t0.(1.91)

1.4.2Особенностимоделисистемы

Особенностимоделисистемы.
А).Линейнаямодель(1.1)объекта(1.82)носитвспомогательный

характер:онаслужитдлясинтезарегулятора(1.2),которыйобеспе-
чиваетдостижениецелейуправлениясистемой(1.1),(1.2).Послетого
кактакойрегуляторнайденосуществляетсячисленноемоделирова-
ниесистемы(1.82),(1.2)длятого,чтобы,длянекоторогонаборазна-
ченийвекторовpиpf,проверитьвыполнениенеравенства(1.87),
определяющиеобластьприменимостиуравнений(1.1),ограничений
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(1.42)и(1.43),атакжедостижениецелейуправления.Другимисло-
вами,линейнаямодель(1.1)объекта–этонекаявспомогательная
математическаяконструкция,аналогичнаястроительнымлесам,
используемымприпостройкездания,которымявляетсярегулятор.

Болеетого,линейнаямодель(1.1)частоявляетсяпромежуточ-
нымэтапомпостроениямоделиобъекта,предназначеннойдлясин-
тезарегулятора.Окончательнаямодельможетиметьсущественно
меньшуюразмерностьвекторасостояния(n<2nν)иинуюструк-
туру.Этамодельзависитотцелейуправленияивнешнихвозмуще-
ний.Так,вследящихсистемах,вслучаях,когдавнешнеевозмуще-
ниеотсутствует(либограницаf

∗
–достаточномала)изадающее

воздействие–кусочно–постояннаяфункциясдостаточнобольшими
интерваламипостоянства,тообъектуправленияописываетсяурав-
нениемвторогопорядка(n=2)сзапаздыванием.Вэтомслучае
цельуправлениядостигаетсяПИД–регулятором.

Б).Неравенства(1.87),определяющиеобластьприменимостиурав-
нений(1.1),иограничения(1.42)и(1.43)будемназыватьлинейной
зонойсистемы,таккакприихвыполнениирегулятор(1.2)обеспе-
чивает,попостроению,достижениецелиуправления.

Очевидно,чтовсегдавозможенвекторначальныхусловийx(t0),
прикоторомсистемаокажетсявнелинейнойзоны(нарушеноодно
изнеравенств(1.87),(1.42),(1.43))иприэтомцелиуправленияне
достигаютсяи,болеетого,можетнарушатьсяустойчивостьсистемы
(1.82),(1.2).Вэтихслучаяхиспользуютначальныйрегулятор,ко-
торыйобеспечиваетдвижениесистемыклинейнойзонеипослеее
попаданиявэтузонуобъектзамыкаетсярегулятором(1.2).Предпо-
лагается,чтотакойначальныйрегуляторимеетсяипоэтомудалее
частобудемполагатьначальныеусловиянулевыми:x(t0)=0.

В)Окончательноезаключениеопригодностирегулятора(1.2)для
достиженияцелейуправленияможетбытьсделанолишьврезуль-
татеэкспериментальныхисследованийэтогорегуляторасреальным
объектом,иследовательно,целиуправлениядолжныдопускатьих
экспериментальнуюпроверку.

Внешнеевозмущениеизадающеевоздействия
Исторически,стремлениеуменьшитьвлияниевнешнеговозмуще-

нияпривелоксистемамавтоматическогорегулированияиихтеории.
Действительно,регуляторУатта[1.2]былразработандляуменьше-
ниязависимостискоростипаровоймашиныотнагрузки(нагрузкой
являласьшахтнаяклеть,дляподъемакоторойпредназначаласьпа-
роваямашина,изагрузкаклетимоглабытьразличной).Этотрегу-

ляторширокоприменялся.Однако,егоусовершенствованиепривело
к"странному"поведениюпаровоймашины(кее"раскачке").Работы
МаксвелаJ.C.[1.32]иВышнеградскогоА.И.[1.33]поисследованию
этогоявлениясталиначаломтеорииавтоматическогорегулирова-
ния.

Приведемвидывнешнихвозмущенийизадающихвоздействийв
различныхнаправленияхтеории,которыедоминироваливразлич-
ныепериодыееразвития

Впериод1935–1960гг.сложилосьнаправление,частоназываемое
классическойтеориейуправления[1.1],[1.2],внемвнешнеевозму-
щениеизадающеевоздействие-ступенчатыелибогармонические
функции(сзаданнымиграницамиихамплитуд).Онибылиназваны
типовымифункциямиисоответствовалисредамтоговремени(по-
рывыветра,действующиеналетательныеаппараты,волнениеморя
дляморскихсудовит.п.).

Впоследующие20летдоминироваластохастическаятеория
управления[1.3]–[1.6],гдевнешнеевозмущениеизадающеевоз-
действия-случайныепроцессысизвестнымистатистическимисвой-
ствами.

Последние20летдоминируетминимакснаятеорияуправле-
ния[1.7]–[1.9],развиваемаяврамкахH∞иl1оптимального
управления.Вl1оптимальномуправлениивнешнеевозмущение-
неизвестнаяограниченнаяфункция.Притакомпривлекательном
предположенииможетнесуществоватьуправления,прикотором
достигаетсяцельуправления,либоэтоуправлениеоказывается
неоправданносложным,таккаконоучитываетситуации,которыене
возможныдлязаданнойобластиприменениясистемыуправления.
Такиеситуацииисключаютсяспомощьютиповыхвнешнихвозму-
щенийизадающихвоздействийвведенныхвп.1.1.4.

Особоеместозанимаеттеорияинвариантности[1.28]–[1.30],цель
которойсостоитвтом,чтобыдобитьсянезависимости(инвариант-
ности)динамикиобъектаотвнешнеговозмущения.

1.4.3Проблемапараметрическихвозмущений

.
Запасыустойчивости
Многиеобъектыуправленияявляютсяустойчивымииэтосвой-

ствонезависитотихпараметров:устойчивостьфизическогомаят-
никанезависитотегодлинныимассы,устойчивостьэлектрической
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иэлектроннойсхемнезависитотзначенийемкостейииндуктив-
ностей,входящихвних.Этанезависимостьисчезает,когдаобъект
охватывается(замыкается)отрицательнойобратнойсвязью(регу-
лятором)иеговыход,послепреобразованиярегулятором,поступает
наеговход.Еслирегулятор-усилительноезвено,тоустойчивостьна-
рушаетсяприсравнительномаломкоэффициентеусиления.Чтобы
увеличитьэтувеличинуврегуляторвводятсядинамическиезвенья,
коэффициентыкоторыхзависятоткоэффициентовобъекта.Одна-
ко,коэффициентыреализовавшегосяобъектаотличаютсяотегорас-
четныхзначенийипоэтомурегуляторнесоответствуетреальному
объектуиможетнарушитьегоустойчивость.

ЭтатрудностьпреодолеватсяспомощьюкритерияНайквиста
[1.15],которыйиспользуетполучаемыеэкспериментальночастот-
ныехарактеристикиреализованныхобъектаирегулятора;поэтим
характеристикамделаетсязаключениебудетлисистемаустойчи-
вапослееезамыкания.Заметим,чтокритерийНайквистаявился
поворотнымпунктомвразвитиитеорииавтоматическогоуправле-
ния.Онсталначаломчастотнойтеорииуправления,котораяисходит
изпредставленияобобъектекаконекотором"сером"ящике(око-
торомизвестнолишь,чтоонлинейнопреобразуетвходнойсигнал
ввыходной)ииспользуетэкспериментальнополученныечастотные
характеристики,анедифференциальныеуравнения(1.1),(1.2)Роли
изначениюэтогокритерияпосвященастатьяМакферайна[1.14].

Однако,можетслучитьсятак,чтополученныйэксперименталь-
ногодографамплитудно–фазовойхарактеристикиподходитблиз-
коккритическойточке(−1;0j)итогдазаключениеобустойчиво-
стисистемыпослееезамыканияможетоказатьсяошибочнымиз-за
погрешностейэксперимента.Крометого,параметрысистемымогут
несколькоизменятьсяиз-заизносасистемывпроцессеееэксплуата-
цииитогдауказаннаяблизостьможетпривестикпотереееустой-
чивости.ВсвязисэтимБоде[1.13]быливведеныпонятиязапасов
устойчивостипофазеимодулю.Минимальнодопустимыезначения
этихзапасоввошливстандартпопроектированиюсистемавтома-
тическогоуправления[1.16].

Независимоеопределениекаждогоиззапасовможетпривести
кситуации,показаннойнарис.1.1.Чтобыизбежатьэтогобыло
предложено[1.24]использоватьрадиусзапасовустойчивости,кото-
рыйявляетсяминимальнымзначениемчастотнойфункциивозврат-
нойразности.введеннойБоде[1.13].

Робастнаяустойчивость

Приведемнекоторыерезультатыпоробастнойустойчивости.
Пустьизвестенхарактеристическийполиномсистемы(1.46),

(1.48),

D(s)=Dn1s
n

+Dn1−1s
n−1

+···+D1s+D0,n1=n+np.(1.92)

Егокоэффициентынаходятсявизвестныхинтервалах:

Di≤Di≤Di,(i=0,n1).(1.93)

Рассмотримчетыреполинома,составленныхизкрайнихзначений
коэффициентовэтогополинома.

D1(s)=D0+D1s+D2s
2
+D3s

3
,D2(s)=D0+D1s+D2s

2
+D3s

3
,

D3(s)=D0+D1s+D2s
2
+D3s

3
,D4(s)=D0+D1s+D2s

2
+D3s

3
.

(1.94)
ЭтиполиномыназываютсяполиномамиХаритоновапоимениав-

тораследующейтеоремы[1.20]:дляробастнойустойчивостиинтер-
вальногополинома(1.92)необходимоидостаточно,чтобывсеполи-
номы(1.94)былиустойчивы.

Используяэтутеорему,полученкритерийЦыпкина-Поляка[1.21],
которыйпозволяетнайтимаксимальныйразмахпараметрических
возмущений,прикоторыхсохраняетсяустойчивость.

Еслисистемаописываетсяуравнением

ẋs=Asxs,(1.95)

гдеAs–интервальнаяматрица:asij≤asij≤asij,i,j=1,ns,то

длянеенельзя[1.18]сформулироватьаналогтеоремыХаритоноваи
дляанализаробастнойустойчивостиэтойсистемыиспользуютме-
тодытеориивозмущений[1.25]ифункцииЛяпунова,построенныес
использованиемлинейныхматричныхнеравенств[1.26].

Длясистемы(1.95)можнопостроитьинтервальныйхарактери-
стическийполином1.92),используяинтервальныйанализ[1.27],и
затемприменитьтеоремуХаритонова.Однако,границыинтервалов
этогополиномаоказываютсясущественнозавышеннымиипоэтому
условияэтойтеоремымогутнарушаться,асистема(1.95)робастно-
устойчива.

Параметрическиевозмущенияобычнозадаютсякакинтервалы
коэффициентовуравненийобъектавфизическихпеременныхтак
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каккоэффициентыэтихуравненийимеютясныйфизическийсмысл.
Еслилишьодинкоэффициентэтихуравненийнаходитсявзаданном
интервале,аостальныекоэффициентыизвестныточно,товрезуль-
татепреобразованияэтихуравненийкформеКоши,возмущенными
могутоказатьсявсекоэффициентыуравнениявпространствесосто-
яний.

Всвязисэтимвработах[1.23]рассматриваютсясистемы,объ-
ектуправлениякоторыхописываетсяуравнением(1.88)вфизиче-
скихпеременных,арегуляторзаписанвформевход-выход(1.8).
Существоподходакнахождениюинтервалаодногоизкоэффициен-
товобъекта,прикоторыхсистемасохраняетустойчивостьсостоитв
следующем.Строитсяэквивалентнаясистема,состоящаяиз"объек-
тазамкнутогообратнойсвязьюскоэффициентомусиленияравным
возмущенномукоэффициентуисходнойсистемы.Используякрите-
рийНайквиста,находитсяинтервалдопустимыхзначенийэтогоко-
эффициента,вкоторомсистемаустойчива.Аналогичнымобразом
находятсядопустимыеинтервалывслучаенесколькихвозмущенных
коэффициентов.Однако,вотличиеотслучаяодногокоэффициента
этиинтервалымогутоказатьсязавышенными.

1.4.4Оцеляхуправления

Содержательныеипостулируемые(формальные)цели
управления.

Показателиточностиикачестваописанныевышебудемназы-
ватьсодержательнымицелямиуправления.Вместесэтивтеории
управленияширокоиспользуютпостулируемые(формальные)цели
управления.Вкачествепоследнихиспользуются:

а)квадратичныефункционалывида

I=

∫∞

0

(qθ
2

+u
2
)dt,(1.96)

гдеq-заданноеположительноечисло.Приэтомпредполагается,что
внешнеевозмущениеотсутствует(f(t)=0),

b)корнихарактеристическогополиномасистемы(1.1),(1.2)
c)значениеH∞нормыпередаточнойфункциисистемы

(1.1),(1.2),связывающейрегулируемуюпеременнуюивнешнеевоз-
мущение.

Врядеслучаевонислужатдляоценкисодержательныхцелей.
Так,корнихарактеристическогополиномасистемыхарактеризуют

времярегулирования,H∞норма-амплитудурегулируемойпере-
меннойпригармоническомвнешнемвозмущении.

Недостаткомпостулируемыхцелейявляетсято,чтоонинемогут
бытьопределеныэкспериментально.Крометого,показателиb)иc)
относятсяклинейноймоделисистемыипоэтомуонинемогутбыть
определеныпричисленноммоделированиисистемы(1.82),(1.2)иее
экспериментальномисследовании.

Связьсклассическимиметодами
Определяяместометодов,которыеизлагаютсядалее,отметим,

чтоониявляетсяразвитиемклассическихметодов(и,вчастности,
методаЛАЧХ)вследующихнаправлениях.

1.Расширениеклассаобъектов,длякоторыхсинтезируетсярегу-
лятор.Деловтом,чтоосновнымметодомсинтезаклассической
теорииявляетсяметодлогарифмическихамплитудно-частотных
характеристик(методЛАЧХ),которыйохватываетустойчивые,
минимально-фазовые,одномерныеобъекты.

2.Расширениеклассавнешнихвозмущенийизадающихвоздей-
ствий,вкачествекоторыхвклассическойтеориииспользуются,в
основном,ступенчатыелибогармоническиефункции.

3.Вметодахадаптивногоуправления–расширениеклассавнеш-
нихвозмущений.
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2Методыоптимизации

Всвоемразвитиитеорияавтоматическогоуправленияиспользует
всебольшееибольшеечислоразделовматематики.Втечениипочти
векаееразвитияонаиспользоваламатематическийаппаратсвоих
прародителей(теоретическоймеханикииэлектротехники):теорию
дифференциальныхуравненийитеориюустойчивости,преобразова-
ниеФурьеиЛапласа.Впоследующиеполвекапроблемыуправле-
нияусложнилисьмногомернымиобъектамиистремлениемстроить
оптимальныерегуляторы.Этопривелокактивномуиспользованию
такихразделовматематикикакматричнаяалгебраивариационное
исчисление.

Вэтойглавеприводятсяизвестныеметодывариационногоисчис-
ления:LQ–иH∞–оптимизации,разработаныевсвязиспробле-
мамиавтоматическогоуправления.

НиженарядустерминомLQ–оптимизация(L-линейныйобъ-
ект,Q-квадратичныйфункционал)используетсятерминАКОР
(аналитическоеконструированиерегуляторов).Различиесостоитв
том,чтоАКОР,основанныйнаметодединамическогопрограммиро-
ванияР.Беллмана,применимкакдлялинейныхтакинелинейных
объектов,аLQ–иH∞–оптимизации,позволяетнайтиуправление
толькодлялинейныхобъектов.

МетодыLQ–иH∞оптимизацийиспользуютсявпоследующих
главахдляразработкиметодовпостроениясистем.

2.1LQ-оптимизацияиАКОР

2.1.1Одномерныйобъект.МетодЭйлера-Пуассона

Пустьимеетсяобъектуправления,описываемыйуравнением

(s
n

+dn−1s
n−1

+...+d1s+d0)y=(kms
m

+...+k1s+k0)u,m<n.
(2.1)

(Здесьидалеебукваsиспользуетсякаксимволдифференцирова-
нияикаксимволпреобразованияпоЛапласупринулевыхначаль-
ныхусловиях).

Требуетсяопределитьтакиепараметрырегулятора

(dp,ns
(n)

+dp,n−1s
(n−1)

+···+dp,1s+dp,0)u=(kp,ms
(m)

+···+kp,1s+kp,0)y,
(2.2)

чтобынаасимптотическиустойчивыхдвиженияхсистемы(2.1),
(2.2),возбужденныхпроизвольныминачальнымиотклонениями,
минимизировалсяфункционал

J=

∞∫

0

(n∑

i=1

qiiy
(i−1)

2

+u
2
+ε1u̇

2
+...+ερu

(ρ)
2

)
dt,(2.3)

вкоторомqii,i=1,nиεj,j=1,ρ–заданныеположительные
числа.

ОпишемрешениеэтойзадачинаосновеуравненийЭйлера–
Пуассонаклассическоговариационногоисчисления[2.1].

ВведемфункциюЛангранжа

L=

n∑

i=1

qiiy
(i−1)

2

+u
2

+ε1u̇
2
+...+ερu

(ρ)
2

+λ(t)[d(s)y−k(s)u].

ТогдауравненияЭйлера–Пуассонапримутвид

∂L

∂y−
d

dt

∂L

∂ẏ
+...+(−1)

nd

dtn
∂L

∂yn=d(−s)λ+2q(s
2
)y=0;

∂L

∂u−
d

dt

∂L

∂u̇
+...+(−1)

ρd

dtρ
∂L

∂u(ρ)=2ε(s
2
)u−k(−s)λ=0,

гдеq(s
2
)=

n∑

i=1

qiis
2(i−1)

(−1)
i−1

;ε(s
2
)=1+

ρ∑

i=1

εis
2i

(−1)
i
.

Исключаяизэтихуравненийпеременныеuиλ,получаем
уравнениедляэкстремалейвариационнойзадачи[d(s)d(−s)ε(s

2
)+

k(s)k(−s)q(s
2
)]y=0.Егохарактеристическийполином

∆(s)=d(s)d(−s)ε(s
2
)+k(s)k(−s)q(s

2
)(2.4)

Этополиномчетныхстепенейs,иегоможнопредставитьвформе
∆(s)=δ(s)δ(−s),гдеδ(s)–полиномстепениn+ρ,содержащий
корниполинома∆(s)сотрицательнымивещественнымичастями.

Сдругойстороны,характеристическийполиномзамкнутойсисте-
мы(2.1),(2.2)имеетвид

D(s)=d(s)dp(s)−k(s)kp(s).(2.5)

Составляятождествоδ(s)=D(s)исравниваявэтомтождестве
коэффициентыприодинаковыхстепеняхs,получаемуравнения
дляопределенияискомыхпараметроврегулятора(2.2).
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ПримерРассмотримсистему
...

y+d2ÿ+d1ẏ+d0y=k2ü+k1u̇+k0u;(2.6)

dp,2ü+dp,1u̇+dp,0u=kp,2ÿ+kp,1ẏ+kp,0y,(2.7)

оптимальнуювсмыслефункционала

J=

∞∫

0

(
q11y

2
+q22ẏ

2
+u

2
+ε1u̇

2
+ε2ü

2)
dt.

полиномееуравненийЭйлера-Пуассона

∆(s)=(s
3

+d2s
2

+d1s+d0)(−s
3

+d2s
2
−d1s+d0)(1−ε1s

2
+ε2s

4
)+

+(k2s
2
+k1s+k0)(k2s

2
−k1s+k0)(q11−q22s

2
)=δ(s)δ(−s),

гдеδ(s)=δ5s
5

+δ4s
4

+δ3s
3

+δ2s
2

+δ1s+δ0.Сдругойстороны
характеристическийполиномсистемы(2.6),(2.7)имеетвид

D(s)=dp,2s
5

+(dp,2d2+dp,1−kp,2k2)s
4

+(dp,0+dp,1d2+dp,2d1−kp,1k2

−kp,2k1)s
3

+(dp,0d2+dp,1d1+dp,2d0−kp,1k1−kp,0k2

−kp,2k0)s
2

+(dp,0d1+dp,1d0−kp,0k1−kp,1k0)s+(dp,0d0−kp,0k0),

Сравниваяпоследнийполиномсполиномомδ(s),получаемурав-
нения,которымудовлетворяютпараметрырегулятора(2.7).

2.1.2Многомерныйобъект.УравненияРиккати

Объектыспостояннымикоэффициентами
Рассмотримобъектуправления,описываемыйуравнением

ẋ=Ax+Bu,x(t0)=x
(0)
,t0=0,(2.8)

гдеAиB–заданныематрицычиселразмеровn×nиn×m
соответственно.

ТребуетсянайтиматрицучиселC
′

(размеровm×n,штрих-
символтранспонирования)уравнениярегуляторов

u=C
′
x,(2.9)

такую,чтобынаасимптотическиустойчивыхдвиженияхсистемы
(2.8),(2.9),возбужденныхпроизвольныминачальнымиотклонения-
миx

(0)
,минимизировалсяфункционал

J=

∞∫

0

(x
′
Qx+u

′
u)dt,(2.10)

гдеQ–заданнаяположительно-определеннаяматрицаразмеров
n×n.

МатрицуC
′

законауправления(2.9)иногданазываютматрицей
коэффициентовусилениярегулятора.

Переходякрешениюэтойзадачинаосновеметодадинамического
программирования,приведенноговприложениикэтойглаве,огра-
ничимсявначалеслучаемn=m=1.Вэтомслучаеуравнения
системыифункционалпримутвид

ẋ=ax+bu,(2.11)

u=cx,(2.12)

J=

∞∫

0

(qx
2

+u
2
)dt.(2.13)

Тогдауравнения(2.239),(2.240)методадинамическогопрограм-
мированиязапишутсякак

−
∂υ

∂t
=qx

2
+u

2
+
∂υ

∂x
(ax+bu),(2.14)

2u+
∂υ

∂x
b=0u=−

1

2

∂υ

∂x
b.(2.15)

Предпоследнееравенствовыражаетнеобходимоеусловиеэкстре-
мумаправойчасти(2.14).Нетруднопроверить,чтоприэтомуправ-
лениидостигаетсяееминимум.Действительно,

d
2

[
qx

2
+u

2
+
∂υ

∂x
(ax+bu)

]

du2=2>0.

Этотминимум-единственныйипоэтомуединственноуправле-
ниевида(2.15).Правда,какбудетпоказанониже,уравнению(2.14)
удовлетворяетнеединственнаяфункцияυ.Этафункциядоопре-
деляетсяизусловияустойчивостисистемы(2.8),(2.9).
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Исключаяuиз(2.14)спомощью(2.15),получимнелинейное
уравнениевчастныхпроизводных:

−
∂υ

∂t
=
∂υ

∂x
ax−

1

4

(∂υ
∂x
b

)2

+qx
2
.(2.16)

Решениеэтогоуравненияприкраевомусловии

υ[x(t1)]=0(t1→∞)

будемискатьввиде

υ=px
2
,p=const.(2.17)

Подставляяэтовыражениев(2.16),получим

0=2pax
2
−(pb)

2
x

2
+qx

2
.(2.18)

Отсюдаследуеталгебраическоеуравнениедляопределениянеиз-
вестногокоэффициентаpв(2.17):

2pa−p
2
b
2
+q=0(2.19)

Издвухрешений

p
(1)

=
a

b2+

√
a2

b4+
q

b2,p
(2)

=
a

b2−
√
a2

b4+
q

b2

этогоуравнениявыбираемпервоеисходяизусловияположительно-
стифункцииυ,обеспечивающегоасимптотическуюустойчивость
синтезируемойсистемы,аследовательно,ивыполнениекраевого
условияυ[x(∞)]=0.

Наоснове(2.15)получаем

u=(−p
(1)
b)x,(2.20)

и,такимобразом,искомоечисло

c=−p
(1)
b.(2.21)

Вобщемслучае(n>1,m≥1)уравнения(2.19),(2.21)имеют
вид

PA+A
′
P−PBB

′
P+Q=0;(2.22)

C=−PB,(2.23)

гдеP–симметричнаяматрицачиселразмеровn×n.
Уравнение(2.22)называетсяматричнымуравнениемРиккати.

Процедурааналитическогоконструированиярегуляторов
(процедураАКОР)состоитизтрехопераций:
1)решениеуравненияРиккати,
2)выделениеизвсегомножестваэтихрешенийматрицыP

0
>

0(численныйметоднахожденияP
0

приведенниже),
3)вычислениеискомойматрицыкоэффициентовусиленияре-
гуляторапоформуле

C=−P
0
B.(2.24)

Убедимсянепосредственно,чтоматрицаC,определяемаясоотно-
шением(2.24),обеспечиваетасимптотическуюустойчивостьсистемы
(2.8),(2.9).Дляисследованияустойчивостисистемыẋ=(A+BC

′
)x

воспользуемсяпрямымметодомЛяпунова.Примемвкачествефунк-
цииЛяпуноваυ=x

′
P

0
x>0ивычислимполнуюпроизводнуюэтой

функции:

dυ

dt
=ẋ

′
P

0
x+x

′
P

0
ẋ=x

′
(A+BC

′
)
′
P

0
x+x

′
P

0
(A+BC

′
)x=

=x
′
[P

0
A+A

′
P

0
+P

0
BC

′
+CB

′
P

0
]x.

Учитывая,чтоматрицаCопределяетсявыражением(2.24),по-
лучим,сучетомтого,чтоP

0
удовлетворяет(2.22),

dυ

dt
=x

′
[P

0
A+A

′
P

0
−P

0
BB

′
P

0
−P

0
BB

′
P

0
]x=

=−x
′
Qx−x

′
P

0
BB

′
P

0
x=−x

′
Qx−u

′
u<0.

Еслиобьект(2.8)полностьюуправляемиQ>0,тосреди
решенийсистемы(2.22)всегданайдется,ипритомединствен-
ная,положительно-определеннаяматрицаP

0
.ЕслиматрицаQ–

неотрицательно-определеннаяматрица(Q≥0),тоеевсегдаможно
представитьввиде

Q=H
′
H,
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гдеH–матрицаразмеровχ×n(χ–рангматрицыQ).Сре-
дирешений(2.22)по-прежнемусуществуетединственнаяматрица
P

0
,еслиQвфункционале(2.10)неотрицательно-определенная

матрица,удовлетворяющаяусловиюполнойуправляемостипары
(A

′
,H

′
):

[H
′
,A

′
H

′
,...,A

(n−1)
′

H
′
]=n.

Требованиеполнойуправляемостипар(A,B),(A
′
,H

′
)длясу-

ществованияиединственностиP
0
>0можноослабить,заменив

егоусловиемстабилизируемостиэтихпар.
Пример.Аналитическоеконструированиерегулятораги-

рорамы.Осуществимпервыйэтап(составлениеуравнений(2.22),
(2.23))аналитическогоконструированиярегуляторагирорамы.

Опишемвначалефизическоесодержаниезадачистабилизацииги-
рорамы[2.3],посколькунапримеререшенияэтойзадачибудутил-
люстрироватьсярезультаты,приведенныевэтойиследующихгла-
вах.

Рис.2.1
Рассмотримтрехстепеннойгироскопвкардановомподвесе(рис.

2.1).Егоуравненияимеютвид[2.7]:

(Je+Jbe)β̈+(Je+Jbe−Jb)α̇
2
sinβcosβ+nββ̇+Hα̇cosβ=Mx;(2.25)

[(Je+Jbe)cos
2
β+Jbsin

2
β+Jh]α̈+2(Jb−Je−Jbe)α̇β̇sinβcosβ+nαα̇

−Hβ̇cosβ=−My;
(2.26)

α–уголповоротанаружнойрамыотносительноосиOY;β-угол
поворотавнутреннегокольцакардановаподвесаотносительнооси

OX(уголпрецессии);Jh–моментинерциинаружнойрамы(коль-
ца)относительноосиOY;Je–экваториальныймоментинерции
гироскопа;Jb,Jbx,Jby–моментыинерциивнутреннегокольца
кардановаподвесаотносительноосейOZ,OX,OYсоответствен-
но,приэтомJbx=Jby=Jbe;H–кинетическиймоментгироскопа;
MxиMy–моментыотносительноосейOXиOYсоответствен-
но;nα,nβ–коэффициентыдемпфирования.Гироскопвкардано-
вомподвесеиспользуется(еслиустановитьнаосиOYдатчикуг-
ла)дляизмеренияугловповоротадвижущегосяобъекта(например,
ракеты)относительноосиOY.Однакоиз-завредныхмоментовпо
этойоси(трения,дисбалансаит.п.)гироскопначинает”прецессиро-
вать”относительноосиOX,т.е.осьOZначинаетповорачиваться
внаправленииосиOY,игироскоптеряетсвойствобытьиндика-
торомповороталетательногоаппарата.Явлениепрецессииследует
непосредственноизуравнения(2.26),есливнемпренебречьвсеми
слагаемымивлевойчасти,кромепоследнегослагаемого(таккак
H�Je,Jbe,Jb,nα).Прецессиюможноизмерить,установивна
осиOXдатчикугла.Усилимэтотсигналиподадимегонадви-
гатель,которыйразвиваетполезныймомент,равныйипротивопо-
ложныйпознакувредному.Тогдапрецессияпрекратитсяигиро-
скопбудетсохранятьсвоифункции.Гироскопвкардановомподвесе
ссистемойстабилизацииуглапрецессииназываетсягирорамой.Ее
схемаприведенанарис.2.2,гдеДУП–датчикуглапрецессии,ДМ
–датчикмомента(двигатель).

Рис.2.2

Запишемуравнения(2.25),(2.26)вформеКоши.

ПренебрегаязначениямиJe,Jbe,JbпосравнениюсJh,пола-
гаяMx=0ивводяобозначения
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x1=
β

βh
;x2=

β̇

β′
h

;x3=
α̇

α′
h

;(βh=1рад;β
′
h=1рад/сек;α

′
h=1рад/сек);

−
Je+Jbe−Jb
Je+Jbe

=R2;−
H

Je+Jbe
=a23;−

nβ
Je+Jbe

=a22;−
2(Je−Jbe−Jb)

Jh
=R3;

H

Jh
=a32;−

nα
Jh

=a33;−
My

Jh
=b31u+m31f,

запишемуравнения(2.25),(2.26)ввиде

ẋ1=x2;ẋ2=a22x2+a23x3cosx1+R2x
2
3sinx1cosx1;(2.27)

ẋ3=a32x2cosx1+a33x3+R3x3x2sinx1cosx1+b31u+m31f.(2.28)

РазлагаяправыечастиэтихуравненийврядТейлоравокрестно-
ститочкиx1=x2=x3=0,получимуравненияпервогоприбли-
жения

ẋ1=x2,ẋ2=a22x2+a23x31,ẋ3=a32x2+a33x3+b31u+ψ31f,(2.29)

гдеuпропорциональномоменту,развиваемомудатчикоммоментов,
аfпропорциональновредномумоментупоосиOY.

Полагаяпокаf=0,будемискатьуправление

u=c1x1+c2x2+c3x3,(2.30)

прикоторомнадвиженияхгирорамы(возбужденныхначальными
отклонениями)минимизируетсяфункционал

J=

∞∫

0

(
q11x

2
1+q22x

2
2+q33x

2
3+u

2)
dt,(qii>0;i=1,2,3).(2.31)

Переходякрешениюэтойзадачи,запишемуравнения(2.22),(2.23)
процедурыАКОР.Первоеизэтихуравненийимеетвид

∥∥
∥∥
∥∥

p11p12p13

p12p22p23

p13p23p33

∥∥
∥∥
∥∥

∥∥
∥∥
∥∥

010
0a22a23

0a32a33

∥∥
∥∥
∥∥+

∥∥
∥∥
∥∥

000
1a22a23

0a23a33

∥∥
∥∥
∥∥

∥∥
∥∥
∥∥

p11p12p13

p12p22p23

p13p23p33

∥∥
∥∥
∥∥−

−

∥∥
∥∥
∥∥

p13b31
p23b31
p33b31

∥∥
∥∥
∥∥·
∥∥
p13b31,p23b31,p33b31

∥∥
+

∥∥
∥∥
∥∥

q1100
0q220
00q33

∥∥
∥∥
∥∥=

∥∥
∥∥
∥∥

000
000
000

∥∥
∥∥
∥∥.

(2.32)
Этоматричноеуравнениеможнозаписатьввидесистемыуравне-

ний

−(p13b31)
2

+q11=0;
p11+p12a22+p13a32−(p13b31)(p23b31)=0;
p12a23+p13a33−(p13b31)(p33b31)=0;

2p12+2p22a22+2p23a23−(p23b31)
2

+p22=0;
p22a23+p23a33+p13+a22p23+a23p33−(p23b31)(p33b31)=0;

2p23a23+2p33a33−(p33b31)
2

+q33=0.
(2.33)

(Из-засимметричностиматрицыPчислоэтихуравненийне

n
2

=9,а
n(n+1)

2
=6).

Наосновеуравнений(2.23)получим

c1=−p13b31,c2=−p23b31,c3=−p33b31.(2.34)

Такимобразом,аналитическоеконструированиерегуляторагиро-
рамы(системыстабилизациигирорамы)сводитсякрешениюалгеб-
раическихуравнений(2.32)инахождениюискомыхпараметровре-
гулятора(2.30)поформулам(2.34).

Нестационарныеобъекты
Рассмотримнестационарныйобъект,описываемыйуравнением

ẋ=A(t)x+B(t)u,x(t0)=x
(0)
,(2.35)

вкоторомA(t)иB(t)известныенаинтервале[t0,t1]матрицы
функций.
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Пустькритерийкачестваимеетвид

J=

t1 ∫

t0

(x
′
Q(t)x+u

′
u)dt+x

′
(t1)P

(1)
x(t1),(2.36)

гдеQ(t)иP
(1)

–заданныеположительно-определенныематрицы
функцийичиселсоответственно.

ТребуетсянайтиматрицуC
′
(t)регулятора

u=C
′
(t)x,(2.37)

прикоторойнадвиженияхсистемы(2.35),(2.37),возбужденныхпро-
извольныминачальнымиотклонениями,минимизируетсяфункцио-
нал(2.36).

Переходякрешениюэтойзадачи,рассмотримвначалеслучай
n=m=1.Тогдауравнениясистемыифункционалоптимизации
примутвид:

ẋ=a(t)x+b(t)u;(2.38)

u=c(t)x;(2.39)

J=

t1 ∫

t0

(q(t)x
2

+u
2
)dt+p

(1)
x

2
(t1).(2.40)

Функциюυ,разрешающуюзадачуАКОРдлянестационарного
объекта(2.35),будемискатьввидеυ=p(t)x

2
.Подставляяеев

(2.16),получимвместоалгебраическогоуравнения(2.18)дифферен-
циальноеуравнение

−ṗ(t)=2p(t)a(t)−p
2
(t)b

2
(t)+q(t)=0(2.41)

икраевоеусловие

p(t1)=p
(1)
.(2.42)

Уравнение(2.41)являетсяспециальнымвидомдифференциально-
гоуравнения,решениекоторогоизучалосьещевXVIIIв.итальян-
скимматематикомЯ.Риккати,именемкоторогооноиназвано.

Вобщемслучае(n>1,m≥1)уравнение(2.41)икраевоеусловие
(2.44)имеютвид:

−Ṗ(t)=P(t)A(t)+A
′
(t)P(t)−P(t)B(t)B

′
(t)P(t)+Q(t).(2.43)

P(t1)=P
(1)
.(2.44)

Уравнение(2.43)называетсяматричнымдифференциальным
уравнениемРиккати.Переходякегорешениюуравнения,введем
"новоевремя"τ=t1−tиобозначим(t)=(t1−τ)=P̄(τ).Тогда
(2.43)и(2.44)примутвид

dP̄(τ)

dτ
=P̄(τ)A(t1−τ)+A

′
(t1−τ)P̄(τ)−P̄(τ)B(t1−τ)B

′
(t1−τ)P̄(τ)

+Q(t1−τ);
(2.45)

P̄(0)=P
(1)
.(2.46)

Такимобразом,краеваязадачадляуравнения(2.43)свелась,пу-
темвведениянового(обратного)времени,кзадачерешенияурав-
нения(2.45)сизвестнымначальнымусловием(2.46).Дляегочис-
ленногорешенияможноиспользоватьлюбойизизвестныхметодов
интегрированияобыкновенныхдифференциальныхуравнений(ме-
тодРунге-Кутта,Эйлераит.п.).

Решивуравнение(2.46),найдемискомуюматрицу

C(t)=P̄(t1−t)B(t).(2.47)

2.1.3РешениеуравненияРиккати

.
ВозвращаяськматричномуалгебраическомууравнениюРикка-

ти,разрешающемузадачуАКОРдлястационарныхобъектов,отме-
тим,чточисленноерешениенелинейныхалгебраическихуравнений
являетсянеменеетруднойпроблемой,чемрешениекраевойзада-
чидляобыкновенныхдифференциальныхуравненийилиуравнений
ачастныхпроизводных.Однакоспецифическийхарактеруравне-
ния(2.22)иегоприродапозволилиразработатьрядэффективных
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численныхметодовегорешения:Репина-Третьякова[2.8],Ньютона-
Рафсона[2.9],диагонализации[2.10].

Опишемпервыйизэтихметодов.Всвязисэтимположим,что
верхнийпределвфункционале(2.10)конечен,итогдафункционал
оптимизацииимеетвид

J=

t1 ∫

0

(x
′
Qx+u

′
u)dt(t16=∞).(2.48)

Конечныйверхнийпределприводитктому,чтоприn=m=1
функцию(2.17)следуетискатьввидеυ=p(t)x

2
.Приэтомдолжно

выполнятьсякраевоеусловиеυ(x(t1))=0(илиp(t1)=0).Тогда,
повторяяизложенноевыше,получимдифференциальноеуравнение
икраевоеусловие

−Ṗ(t)=P(t)A+A
′
P(t)−P(t)BB

′
P(t)+Q,P(t1)=0(2.49)

Вводя,какивнестационарномслучае,τ=t1−tиобозначая
P(t)=P(t1−τ)=P̄(τ),запишем(2.49)как

dP̄(τ)

dτ
=P̄(τ)A+A

′
P̄(τ)−P̄(τ)BB

′
P̄(τ)+Q,0≤τ≤t1;(2.50)

P̄(0)=0.(2.51)

ПереходякметодуРепина-Третьякова,отметим,чтоонопирается
насоотношение

lim
τ→∞

P̄(τ)=P
0

(2.52)

[таккакτизменяетсявпределахот0доt1,то(2.52)имеетсмысл,
еслиt1можетприниматьразличныефиксированныезначения,в
частностиt1=∞].

Изпредельногосоотношения(2.52)следует,чтодлянахождения
положительно-определеннойматрицыP

0
,удовлетворяющейал-

гебраическомууравнениюРиккати(2.22),достаточнорешатьсисте-
мудифференциальныхуравнений(2.50)дотехпор,покаегореше-
ниенеустановится(элементыматрицыP̄(τ),неперестанутизме-
нятьсявовремениτ),иэтоустановившеесярешениеиестьискомая
матрицаP

0
.

Пример.Численноерешениезадачиобаналитическом
конструированииоптимальногорегуляторагирорамы.Пусть
заданызначенияпараметровгирорамы(2.29)ифункционалаопти-
мизации(2.31):

a22=−300;a23=10
3
;a32=−3;a33=−1;b31=10

−3
;(2.53)

q11=1,6·10
12

;q22=3·10
8
;q33=5·10

9
.(2.54)

Подставляявправыечастиуравнений(2.32)вместонулейсоответ-
ствующиепроизводные(так,впервомуравнениинужноподставить
ṗ11,вовтором–ṗ12,втретьем–ṗ13ит.д.)ирешаяполученную
системуизшестидифференциальныхуравненийспомощьюметода
Рунге-Кутта,получим:

p
0
11=53,4·10

9
;p

0
12=147·10

6
;p

0
13=12,6·10

8
;p

0
22=29·10

4
;(2.55)

p
0
23=44·10

5
;p

0
33=116·10

6
.(2.56)

Искомыепараметрырегуляторавычисляютсянаосновечисел
(2.56):

c1=−0,126·10
7
;c2=0,44·10

4
;c3=−116·10

3
.(2.57)

Методдиагонализации
Этотметодоснованнавычислениикорнейхарактеристического

полиномаследующейматрицы,котораяформируетсяизматриц,
входящихвуравнениеРиккати

G=

[
A−BB

T

−QA
T

]
(2.58)

Этаматрицаразмеров2n×2nназываетсягамильтонианом,T-
символтранспонирования.

Еехарактеристическийполиномg(s)=det(Es−G)являетсяпо-
линомомчетныхстепенейs.Этоозначает,чтоеслиλ–корень
этогополинома(собственноечисломатрицыG,то−λтакжеяв-
ляетсяегокорнем.Такимобразом,матрицаGимеетλ1,...,λn
собственныхчиселсотрицательнымивещественнымичастямии
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−λ1,...,−λnсобственныхчиселсположительнымивещественны-
мичастями.

ИскомаяматрицаP
0

вычисляетсяпоформуле

P
(0)

=P2·P
−1
1,(2.59)

гдеP1иP2–квадратныематрицы,формируемыеследующимоб-
разом:

а).ВычислитьсобственныечисламатрицыG.

б).Решитьуравнения

(Eλi−G)ci=0(i=1,n)

исформулироватьизсобственныхвекторовci(i=1,n)2n×2n
матрицуC.

в).ОбозначитьпервыеnстрокматрицыCкакP1,апоследу-
ющиеn-строк–P2.

2.1.4Нелинейныеобъекты

Рассмотримобъектуправления,описываемыйуравнениями

ẋi=ϕi(x1,...,xn)+

m∑

k=1

bikuk(i=1,n).(2.60)

ПустьправыечастиэтихуравненийразложимыврядТейлорав
окрестноститочкиx1=...=xn=u1=...=um=0.Тогда(2.60)
имеетвид

ẋi=

n∑

j=1

aijxi+

n∑

j,k=1

aijkxjxk+

n∑

j,k,µ=1

aijkµxjxkxµ+...+

m∑

k=1

bikuk(i=1,n).

(2.61)
Требуетсянайтиуправления

uk=rk(x1,...,xn)(k=1,m),(2.62)

прикоторыхнадвиженияхсистемы(2.61),(2.62),возбужденных
произвольныминачальнымиотклонениями,минимизируетсяфунк-
ционал(2.10).Решениеэтойзадачиполученов[2.11].

Приведемэторешение,ограничиваясьдляпростотыслучаемn=
m=1.Вэтомслучаеуравнения(2.61)запишем(обозначаяa111=
a
(2)

,a1111=a
(3)

ит.д.)так:

ẋ=ax+a
(2)
x

2
+a

(3)
x

3
+...+bu.

Уравнение(2.239),(2.240)методадинамическогопрограммирова-
нияимеютврассматриваемомслучаевид

−
∂v

∂t
=qx

2
+u

2
+
∂v

∂x
(ax+a

(2)
x

2
+a

(3)
x

3
+...+bu);(2.63)

u=−
1

2

∂v

∂x
b.(2.64)

Исключаяuиз(2.63)спомощью(2.64),получим

−
∂v

∂t
=
∂v

∂x
(ax+a

(2)
x

2
+a

(3)
x

3
+...)−

1

4

(∂v
∂x
b

)2

+qx
2
.(2.65)

Решениеэтогоуравнениябудемискатьввиде

v=px
2

+p
(3)
x

3
+p

(4)
x

4
+....(2.66)

Подставляя(2.66)в(2.65),получим

(2px+3p
(3)
x

2
+4p

(4)
x

3
+...)(ax+a

(2)
x

2
+a

(3)
x

3
+...)

−
1
4b

2
(2px+3p

(3)
x

2
+4p

(4)
x

3
+...)

2
+qx

2
=0.

(2.67)

Приравниваянулюсовокупностькоэффициентовприодинаковых
степеняхx,получимуравнениядляопределениянеизвестныхпа-
раметровp,p

(3)
,p

(4)
,...формы(2.66).Так,длясовокупности

коэффициентовприx
2

имеем

2pa−(pb)
2

+q=0(2.68)

длясовокупностикоэффициентовприx
3

получим

2pa
(2)

+2p
(3)
a−

1

2
b
2
(2p)(3p

(3)
)=0(2.69)

ит.д.
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Уравнение(2.68)совпадаетсуравнением(2.19)иегорешениеиме-
етвид

p
(1)

=
a

b2+

√
a
2

b4+
q

b2.

Этоуравнениевотличиеот(2.68)являетсялинейнымуравнением
дляопределениякоэффициентаp

(3)
формы(2.66).Решениеэтого

уравнениясуществует,еслиa+bc6=0.Последнеевыполняетсяв
силуасимптотическойустойчивостиуравненияẋ=(a+bc)x,опи-
сывающегозамкнутуюоптимальнуювсмыслефункционала(2.10)
системуслинейнымобъектом(2.8).

Приравниваянулюсовокупностькоэффициентовприx
4

,полу-
чим

4p
(4)

(a+bc)=−2p
(1)
a
(3)

−3p
(3)
a
(2)

+
1

4
b
2
(3p

(3)
)
2
.(2.70)

Этоуравнение,какипредыдущее,являетсялинейнымотноситель-
нонеизвестногопараметраp

(4)
ит.д.

Всоответствиис(2.64)искомоеуправлениеимеетвид

u=cx+c
(2)
x

2
+c

(3)
x

3
+...,(2.71)

где

c=−p
(1)
b;c

(2)
=−

3

2
p
(3)
b;c

(3)
=−

4

2
p
(4)
b,...(2.72)

Вобщемслучае(n>1,m≥1)функция

υ=

n∑

(i,j=1)

pijxixj+

n∑

(i,j,k=1)

pijkxixjxk+

n∑

(i,j,k,µ=1)

pi,j,k,µxixjxkxµ+....

(2.73)

Еекоэффициентыpij(i,j=1,n)находятсяврезультатере-
шенияалгебраическогоуравненияРиккати(2.22),акоэффициенты
pijk(i,j,k=1,nкубичнойипоследующихформявляютсяреше-
ниямилинейныхалгебраическихуравненийЛяпунова.

2.1.5Дискретныеобъекты

Пустьзаданобъектуправления,описываемыйразностнымиуравне-
ниями

x(k+1)=Φx(k)+Ru(k)(k=0,1,2,...)x(0)=x
(0)
,(2.74)

гдеΦиR-заданныематрицычиселразмеровn×nиn×m
соответственно.

Качествопереходныхпроцессовдляэтогообъектаоценивается
суммой

J=

N∑

k=1

x
′
(k)Qx(k)+u

′
(k−1)u(k−1),(2.75)

гдеQ-заданнаяположительно-определеннаяматрица.Требуется
найтиматрицыC(k)управления

u(k)=C
′
(k)x(k)(k=0,1,2,...),(2.76)

прикоторомфункционал(2.75)принимаетнаименьшеезначениепри
любыхx

(0)
.

Аналитическоеконструированиерегуляторовдлядискретных
объектовсостоит[2.12],[2.13]изопераций:

1)вычисленияматрицP(N−j)j=1,Nнаосноверекуррент-
ногосоотношения

P(N−j)=Φ
′
[Q+P(N−j+1)]Φ−Φ

′
[Q+P(N−j+1)]R×

×[R
′
(Q+P(N−j+1))R+E]

−1
R

′
[Q+P(N−j+1)]Φ(j=1,N);

(2.77)

P(N)=0;(2.78)

2)нахождения

C
′
(N−j)=−{R

′
[Q+P(N−j+1)]R+E}

−1
×R

′
[Q+P(N−j+1)]Φ(j=1,N);

(2.79)
3)определенияматрицыкоэффициентовусилениярегулятора

C
′
(k)=C

′
(N−j)(j=1,N).(2.80)
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Докажемэтисоотношенияприn=m=1.Вэтомслучаеобъект
(2.74)ифункционал(2.75)принимаютвид

x(k+1)=fx(k)+ru(k)(k=0,1,2,...);(2.81)

J=

N∑

k=1

qx
2
(k)+u

2
(k).(2.82)

Длянахожденияоптимальногоуправления

u(k)=c(k)x(k)(2.83)

применимпринципоптимальностиР.Беллмана.
Всоответствиисэтимпринципомнезависимооттого,какдвига-

ласьсистемадопоследнегошага(интервала[(N−1),N]),управ-
ление(u(N−1))напоследнемшагедолжнобытьоптимальным
(относительносостояния,возникшеговрезультатепервыхN−1
шагов).

Частичнаясумма,которуюнеобходимоминимизироватьнапо-
следнемшаге,имеетвид

J
(N−1)

=qx
2
(N)+u

2
(N−1)=q[fx(N−1)+ru(N−1)]

2
+u

2
(N−1).

(2.84)
Используянеобходимоеусловиеэкстремумаэтойсуммы

∂J
(N−1)

∂u(N−1)
=2q[fx(N−1)+ru(N−1)]r+2u(N−1)=0,(2.85)

получимоптимальноеуправлениенапоследнемучастке

u(N−1)=−
qfr

1+qr2x(N−1).(2.86)

Приоптимальномуправлении

minJ
(N−1)

=υ
(N−1)

=

[
qf

2
−
q
2
f

2
r
2

1+qr2

]
x

2
(N−1)=p(N−1)x

2
(N−1),

(2.87)
где

p(N−1)=qf
2
−
q
2
f

2
r
2

1+r2q.(2.88)

Переходякнахождениюуправлениянапредпоследнемшаге(ин-
тервале[N−2,N−1]),запишемчастичнуюсумму,которуюдолжно
минимизироватьэтоуправление:

J
(N−1)

=qx
2
(N−2)+u

2
(N−2)+υ

(N−1)
=

=[q+p(N−1)]x
2
(N−1)+u

2
(N−2)=

=[q+p(N−1)][fx(N−2)+ru(N−2)]
2
+u

2
(N−2).

(2.89)

Используянеобходимоеусловиеминимума
∂J

(N−2)

∂u(N−2)
=0,полу-

чимоптимальноеуправлениенапредпоследнемучастке

u(N−2)=−
[q+p(N−1)]fr

1+[q+p(N−1)]r2x(N−2).(2.90)

Приэтомуправлениичастичнаясумма(2.89)приметзначение

minJ
(N−2)

=υ
(N−2)

=

{
[q+p(N−1)]f

2
−

[q+p(N−1)]
2
f

2
r
2

1+[q+p(N−1)]r2

}
×

×x
2
(N−2)=p(N−2)x

2
(N−2),

(2.91)
где

p(N−2)=[q+p(N−1)]f
2
−

[q+p(N−1)]
2
f

2
r
2

1+[q+p(N−1)]r2(2.92)

Продолжаяэтотпроцесс,дойдемдоj-го(отконца)участка(ин-
тервала[N−j,N−j+1]).Частичнаясумма,которуюнужноми-
нимизироватьуправлениемu(N−j),имеетвид

J
(N−j)

=qx
2
(N−j+1)+u

2
(N−j)+υ

(N−j+1)
=

=[q+p(N−j+1)]x
2
(N−j+1)+u

2
(N−j)=

=[q+p(N−j+1)][fx(N−j)+ru(N−j)]
2

+u
2
(N−j).

(2.93)

Оптимальноеуправление
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u(N−j)=−
[q+p(N−j+1)]fr

1+[q+p(N−j+1)]r2x(N−j)=

=c(N−j)x(N−j),

(2.94)

где

c(N−j)=−
[q+p(N−j+1)]fr

1+[q+p(N−j+1)]r2.(2.95)

Значениечастичнойсуммы(2.93)приэтомуправлении

minJ
(N−j)

=υ
(N−j)

=p(N−j)x
2
(N−j),(2.96)

где

p(N−j)=[q+p(N−j+1)]f
2
−

[q+p(N−j+1)]
2
f

2
r
2

1+[q+p(N−j+1)]r2.(2.97)

Полагаяв(2.79),(2.77)n=m=1,убеждаемся,чтоонисовпа-
даютс(2.95),(2.97)соответственно.

Есливфункционале(2.75)верхнийпределN→∞,тооптималь-
ноеуправление(2.76)принимаетвид

u(k)=C
′
x(k)(k=0,1,2,...),(2.98)

гдеC
′

–матрицачисел,определяемаяизуравнений

P̄−Φ
′
P̄Φ−Φ

′
P̄R[R

′
P̄R+E]

−1
R

′
P̄Φ+Q=0(2.99)

и

C
′
=−

[
R

′
P̄R+E

]−1
R

′
P̄Φ(2.100)

Этиуравненияследуютиз(2.77),(2.79),еслиположитьP(N−j)=
P(N−j+1)=PиобозначитьQ+P=P̄.

Пример.Аналитическоеконструированиедискретного(цифрово-
го)регуляторагирорамы.

Пустьтребуетсянайтицифровойрегулятор

u(k)=c1x1(k)+c2x2(k)+c3x3(k)(k=0,1,2,...),(2.101)

прикоторомнадвиженияхгирорамы,описываемойуравнениями
(2.29)(приf=0),минимизируетсяфункционал

J=

N→∞∑

k=1

q11x
2
1(k)+q22x

2
2(k)+q33x

2
3(k)+u

2
(k).(2.102)

Переходякчисленномурешениюэтойзадачи,сформируемвнача-
ледискретнуюмодельгирорамы.Дляэтоговоспользуемсяформула-
ми(1.19),(1.20),спомощьюкоторыхвычислимматрицуΦивектор
R.Призначенияхпараметровгирорамыa22=−400,a23=10

3
,

a32=−10,b31=10
−2

получимприT=0,015

Φ=

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

10,192·10
−2

0,279·10
−1

0−0,477·10
−1

0,192·10
0−0,192·10

−1
0,72

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣;R=

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

0,19·10
−15

0,279·10
−3

0,131·10
−3

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣.

(2.103)

Используяэтиматрицы,атакжезначенияпараметровфункцио-
нала(2.102),q11=10

10
,q22=q33=0,получимнаоснове(2.77),

(2.79),(??)искомыечисла:

c1=−0,686·10
5
;c2=−0,728·10

2
;c3=−0,414·10

4
.(2.104)

2.1.6Программноеобеспечение

СистемаГАММА:директиваD411(Аналитическоеконструирование
регуляторов(АКоР).

СистемаMATLAB:m-функции:

1)[C
′
,P,λ]=lqr(A,B,Q,L̄,L)-синтезоптимальногорегулятора

непрывнойсистемы(LQ-оптимизация)

2)[C
′
,P̄,λ]=dlqr(Phi,R,Q,L̄,L)-синтезоптимальногорегуля-

торадискретнойсистемы.

3)[P,λ,C
′
,rr]=care(A,B,Q)-решениеуравненияРиккати.

4)[P̄,λ,C
′
,rr]=care(A,B,Q)-решениеуравненияРиккатидля

дискретныхсиcтем.
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2.2Модальноеуправлениеимножествостабили-

зирующихрегуляторов

2.2.1Модальноеуправлениепосостоянию

Пустьзаданобъект,описываемыйуравнением

ẋ=Ax+Bu(2.105)

ТребуетсянайтиматрицуCуправления

u=C
′
x(2.106)

такую,чтобыхарактеристическийполиномсистемы

D(s)=det(Es−A−BC
′
)(2.107)

имелзаданныекорни(моды)λ1,...,λn.
Этазадачаназываетсязадачеймодальногоуправления.Опишем

еерешение[2.4]дляскалярногоуправления.
Вэтомслучаев(2.105)и(2.106)B=b,C=c,гдеbиc–

n-мерныевекторы.
Процедурапостроениямодальногоуправления.
1.Приведемуравнение(2.105)кформеФробениуса

˙̌x=Ǎx̌+b̌u,(2.108)

где

Ǎ=

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣

01...0
00...0
..
.

..

.
..
.

00...1
−d0−d1...−dn−1

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣

,b̌=

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣

0
0
..
.
0
1

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣∣
∣

,(2.109)

гдеd0,d1,...dn−1–коэффициентыхарактеристическогоуравне-
нияобъекта(2.105):

d(s)=s
n

+dn−1s
n−1

+...+d1s+d0.(2.110)

Переходотуравнения(2.105)куравнению(2.108)осуществляется
спомощьюпреобразования

x=Ψ
−1
yx̌,(2.111)

где

Ψy=
∣∣∣∣
b̌,Ǎb̌,...,Ǎ

n−1
b̌
∣∣∣∣∣∣∣∣

b,Ab,...,A
n−1

b
∣∣∣∣−1

.(2.112)

Нетрудновидеть,чтодляполностьюуправляемогообъекта(2.105)

detΨy6=0.(2.113)

2.ИзструктурыматрицыǍследует,чтоуравнение(2.108),разре-
шенноеотносительнопеременнойx̌1,имеет,послепреобразования
егопоЛапласу,вид

d(s)x̌1=u.(2.114)

СравниваяэтоуравнениеизаданныйполиномD
∗
(s)=

n∏

i=1

(s−

λ
∗
i)=s

n
+d

∗
n−1s

n−1
+...+d

∗
1s+d

∗
0получим

u(s)=−
(
čns

n−1
+...+č2s+č1

)
x̌1,(2.115)

где

č(i+1)=d
∗
i−di(i=0,n−1).(2.116)

Принимаявовнимание,чтоsx̌i=x̌i+1(i=1,n−1)имеем

u=−
n∑

i=1

čix̌i=−č
′
x̌(2.117)

(гдеč
′

–n-мерныйвекторчисел).

3.Возвращаяськпрежнимпеременным,получимискомыйвектор

č
′
=−č

′
Ψy(2.118)

обеспечивающийзаданныекорнихарактеристическогополиномаси-
стемы(2.105),(2.106).
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2.2.2Модальноеуправлениеповыходуимножествоста-

билизирующихрегуляторов

Рассмотримтеперьслучай,когдапеременныесостоянияобъектане
доступныизмерению,аизмеряетсяпеременнаяy.Вэтомслучаебу-
демиспользоватьописаниеобъектавформе"вход-выход":

(
s
n

+dn−1s
n−1

+···+d1s+d0

)
y=(kms

m
+···+k1s+k0)u.

(2.119)
ибудемискатькоэффициентырегулятора

(dp,nps
(n)

+dp,np−1s
(n−1)

+···+dp,1s+dp,0)u=(kp,mps
(mp)

+···+kp,1s+kp,0)y,
(2.120)

так,чтобыхарактеристическийполиномсистемы(2.119),(2.120)
имелзаданныекорни.

Дляобщностибудемполагать,чточислоэтихкорнейравноnsи
ононеобязательносовпадаетсn.

Сформируемжелаемыйполином:

D
∗
(s)=

ns ∏

i=1

(s−λ
∗
i)=s

ns
+d

∗
ns−1s

ns−1
+···+d

∗
1s+d

∗
0.(2.121)

Характеристическийполиномрассматриваемойсистемы

D(s)=d(s)dp(s)−k(s)kp(s).(2.122)

СформируемтождествоБезу:

d(s)dp(s)−k(s)kp(s)=D
∗
(s).(2.123)

Сравниваякоэффициентыприодинаковыхстепеняхsвправой
илевойчастяхэтоготождества,получимсистемулинейныхалгеб-
раическихуравнений

N(d,k)ν=d
∗
,(2.124)

гдеν=
[
dp,0,...,dp,np,kp,0,...,kp,mp

]T
–np+mp+2=ns-

мерныйвекторискомыхкоэффициентоврегулятора(2.120),d
∗

=
[
d
∗
0,d

∗
1,...,d

∗
ns

]T
–векторкоэффициентовжелаемогополинома,

N(d,k)–квадратнаяматрица,составленнаяизизвестныхкоэф-
фициентовобъекта(2.119).

Известно,что

detN(d,k)6=0,(2.125)

еслиобъектполностьюуправляем,астепениполиномоврегулятора
удовлетворяютодномуизследующихдвухусловий

np<m,mp<n.(2.126)

Пример.Рассмотримслучайn=2,m=1,ns=3.
Вэтомслучаеобъектописываетсяуравнением

(
s
2
+d1s+d0

)
y=(k1s+k0)u,(2.127)

ажелаемыйполиномомимеетвид

D
∗
(s)=s

3
+d

∗
2s

2
+d

∗
1s+d

∗
0.(2.128)

Будемискатьрегуляторкак

(dp1s+dp0)u=(kp1s+kp0)y.

ТождествоБезуимеетвид

(s
2
+d1s+d0)(dp1s+dp0)−(k1s+k0)(kp1s+kp0)=s

3
+d

∗
2s

2
+d

∗
1s+d

∗
0.

Сравниваякоэффициентыприодинаковыхстепеняхs,получим
системууравнений

d0dp0−k0kp0=d
∗
0,d0dp1+d1dp0−k0kp1−k1kp0=d

∗
1,

d1dp1+dp0−k1kp1=d
∗
2,dp1=d

∗
3.

.

Нетрудновидеть,чтоврассматриваемомслучае

N(d,k)=





d00−k00
d1d0−k1−k0

1d10−k1

0100



;ν=





dp0
dp1
kp0
kp1



;d

∗
=





d
∗
0

d
∗
1

d
∗
2

1



.
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Всерегуляторы,обеспечивающикеустойчивостьсистемы(2.119),
(2.120)(стабилизирующиерегуляторы)описываютсяпередаточной
функцией

wp(s)=
kp(s)

dp(s)
=
k̃

0
p(s)−d̃(s)q̃(s)

d̃0
p(s)−k̃(s)q̃(s)

,(2.129)

гдеd̃(s)=
d(s)

ψ(1)(s),k̃(s)=
k(s)

ψ(1)(s),k̃
0
p(s)=

k
0
p(s)

ψ(2)(s),d̃
0
p(s)=

d
0
p(s)

ψ(2)(s),q̃(s)=
q(s)

ψ(3)(s),ψ
(i)

(s)(i=1,2,3)–любыезаданные

гурвицеыполиномы(полиномы,всекорникоторыхимеютотрица-
тельныевещественныечасти)степенейn,n−1,nq–соответствен-
но,q(s)–произвольныйполином.Дробно-рациональныефункции
k̃

0
p(s)иd̃

0
p(s)находимизтождества

d̃(s)d̃
0
p(s)−k̃(s)k̃

0
p(s)=1,(2.130)

котороеможнозаписатькак

d(s)d
0
p(s)−k(s)k

0
p(s)=ψ

(1)
(s)ψ

(2)
(s),(2.131)

итогдапередаточнаяфункция(2.129)принимаетвид

wp(s)=
k

0
p(s)ψ

(1)
(s)ψ

(3)
(s)−d(s)q(s)ψ

(2)
(s)ψ

(3)
(s)

d0
p(s)ψ(1)(s)ψ(3)(s)−k(s)q(s)ψ(2)(s)ψ(3)(s)=

kp(s)

dp(s)
.(2.132)

Выражения(2.129)и(2.132)описываютобщийвидстабилизиру-
ющихрегуляторов.

2.3H∞-оптимизация

2.3.1Одномерныесистемы.Спектральныйметод

Постановказадачи

Рассмотримсистему,описываемуюуравнениями

d(s)y=k(s)u+f,(2.133)

dp(s)u=kp(s)y.(2.134)

Передаточнаяфункция,связывающаяизмеряемыйвыходy(t)с
внешнимвозмущениемf(t)имеетвид

tyf(s)=
dp(s)

d(s)dp(s)−k(s)kp(s)
.(2.135)

Пустьвнешнеевозмущениеявляетсягармоническойфункцией

f(t)=asinωt,0≤ω≤∞(2.136)

снеизвестнойчастотойω,котораяможетприниматьзначенияот0
до∞,a–заданноечисло.

Вустановившемсярежиме(когдаt→∞)выходсистемыимеет
вид

y(t)=ay(ω)sin(ωt+ϕy(ω)).(2.137)

Максимальноезначениеамплитудывыхода

sup
0≤ω≤∞

|ay(ω)|=sup
0≤ω≤∞

|tyf(jω)|.(2.138)

ПоследняявеличинаназываетсяH∞нормойпередаточнойфунк-
цииtyf(s)иобозначаетсякак

||tyf(s)||∞=sup
0≤ω≤∞

|tyf(jω)|.(2.139)

Задачаоптимизациисостоитвтом,чтобынайтиполиномыре-
гулятора(2.134),прикоторыхH∞нормапередаточнойфункции
системыпринималанаименьшеезначение,или,другимисловами,
функционал

J=||tyf(s)||∞(2.140)

принималнаименьшеезначение.Приведемметодрешенияэтойза-
дачи.

Спектральныйметод
Запишемобщийвид(2.129)стабилизирующихрегуляторов

wp(s)=
kp(s)

dp(s)
=
k̃

0
p(s)−d̃(s)q̃(s)

d̃0
p(s)−k̃(s)q̃(s)

,(2.141)

гдедробно-рациональныефункцииk̃
0
p(s)=

k
0
p(s)

ψ(2)(s),d̃
0
p(s)=

d
0
p(s)

ψ(2)(s)
являютсярешениемуравнения(2.130)

d̃(s)d̃
0
p(s)−k̃(s)k̃

0
p(s)=1.(2.142)
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Передаточнаяфункциясистемысрегулятором(2.141)имеетвид

tyf(s)=
dp(s)

d(s)dp(s)−k(s)kp(s)
=

1

ψ(1)(s)

d̃(s)−k̃(s)wp(s)
=

=

1

ψ(1)(s)

d̃(s)−k̃(s)
k̃

0
p(s)−d̃(s)q̃(s)

d̃0
p(s)−k̃(s)q̃(s)

=

1

ψ(1)(s)

[
d̃
0
p(s)−k̃(s)q̃(s)

]

1
=

=˜̃d0
p(s)−˜̃k(s)q̃(s),

(2.143)
где

˜̃
d0
p(s)=

d̃
0
p(s)

ψ(1)(s),
˜̃
k(s)=

k̃(s)

ψ(1)(s).(2.144)

Такимобразом

||tyf(s)||∞=
∣∣
∣
∣∣
∣
˜̃d0
p(s)−˜̃k(s)q̃(s)∣∣

∣
∣∣
∣∞=sup

0≤ω∞

∣∣
∣
˜̃d0
p(jω)−˜̃k(jω)q̃(jω)

∣∣
∣,

(2.145)
изадачаH∞оптимизациисведенакзадачеопределениядробно-
рациональнойфункцииq̃(s)(сгурвицевымзнаменателем)миними-
зирующейфункционал

J=sup
0≤ω≤∞

∣∣
∣
˜̃
d0
p(jω)−

˜̃
k(jω)q̃(jω)

∣∣
∣.(2.146)

Еслитакаяфункциянайдена,тоискомыйрегуляторнаходитсяпо
формуле(2.141).

Еслиобъект(2.133)–минимально-фазовый(k(s)–гурвицевпо-
лином),тоочевидно,чтоискомаяфункция

q̃(s)=
d̃
0
p(s)

k̃(s)
(2.147)

иприэтом

||tyf(s)||∞=0.(2.148)

Еслиполиномk(s)имеетодинположительныйкореньs=sT>
0,томинимизирующаяфункция

q̃(s)=
d̃
0
p(s)−d̃

0
p(sT)

k̃(s)
(2.149)

Онаимеетгурвицевполиномвзнаменателетаккакположительный
кореньвполиномахk(s)иd

0
p(s)−d

0
p(sT)сокращается.

Вобщемслучае,когдачислокорнейполиномаk(s)сположитель-
нойвещественнойчастьюпревышает1,задачаоминимумефункци-
онала(2.146)решается[1.18]наосноветеоремыНеванлина-Пика.

Заметим,чтовсформулированнойзадачеH∞оптимизациине
учитывалосьограничениенауправление,ипоэтомувслучае,когда
полиномk(s)–гурвицев,оптимальныйрегуляторимеетнеограни-
ченныйкоэффициентусиления.

Чтобыизбежатьэтого,используетсяпередаточнаяфункция
tuf(s),связывающеевнешнеевозмущениесвыходомрегулятора.

tuf(s)=
d(s)

d(s)dp(s)−k(s)kp(s)
,(2.150)

ифункционалоптимизациипринимаетвид

J=sup
0≤ω≤∞

(
|tyf(jω)|

2
+|tuf(jω)|

2)
(2.151)

Алгоритмрешениязадачиоминимумефункционала(2.151)при-
веденв[2.15].

2.3.2Многомерныесистемы

Частотнаяпередаточнаяматрицасистемы
Рассмотримсистему,описываемуюуравнениями(1.11),(1.12):

ẋ=Ax+Bu+Ψf,y=Dx+χ,θ=Nx,(2.152)

ẋp=Apxp+Bpy,u=Dpxp+Fpy.(2.153)

Пустьэтасистемаасимптотическиустойчиваприf=0иχ=0.
ПостроимматрицуTθf̄(s),связывающуювекторрегулируемых

переменныхθ(t)свекторомвозмущенийf̄(t)=
[
f
T
(t),χ

T
(t)
]T

,
составленнымизвнешнихвоздействийипомех.
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Уравненияобъекта(2.152)можнозаписатькак

θ(s)=P11(s)f̄+P12(s)u,y=P21(s)f̄+P22(s)u,(2.154)

где

P11(s)=N(Es−A)
−1

Ψ̄,P12(s)=N(Es−A)
−1
B,

P21(s)=
[
D(Es−A)

−1
Ψ,Er

]
,P22(s)=D(Es−A)

−1
B,

Ψ̄=[Ψ,On×æ]
(2.155)

(квадратныескобкиздесьозначаютобъединениематриц:Ψину-

левойматрицыразмеровn×æиматрицыD(Es−A)
−1

Ψседи-
ничнойматрицейразмеровr×r).

Уравнениерегулятора(2.153)запишемввиде

u=K(s)y(2.156)

гдеK(s)=Dp(Es−Ap)
−1
Bp+Fp.

Подставимв(2.156)выражение(2.154)дляизмеряемоговектора
иполучим
u=K(s)P21(s)f̄+K(s)P22(s)uили

u=Tuf̄(s)f̄,(2.157)

где

Tuf̄(s)=[E−K(s)P22(s)]
−1
K(s)P21(s)(2.158)

Используя(2.157)запишемвыражение(2.154)длярегулируемого
векторакак

θ(s)=Tθf̄(s)f̄,

гдеискомаяматрицаTθf̄(s)имеетвид

Tθf̄(s)=P11(s)+P12[E−K(s)P22(s)]
−1
K(s)P21(s)(2.159)

Пустьs=jω,тогдаTθf̄(jω)–частотнаяпередаточнаяматрица
системы(2.152),(2.153)

Длявыясненияфизическогосмыслаэтойпередаточнойматрицы
рассмотримреакциюсистемы(2.152),(2.153)нагармоническоевоз-
мущение

f̄(t)=f̄
s
sinω

f
t,(2.160)

гдеf
s

–заданныйµ̄-мерныйвекторчисел(µ̄=µ+r),ω
f

–
частотавозмущения.

Вустановившемсярежиме(t→∞)регулируемыепеременные
имеютвид

θi(t)=ai(ω
f
)sin(ω

f
t+ϕi)(i=1,m).(2.161)

Найдемсвязьамплитудai(ω
f
)(i=1,m)вынужденныхколеба-

нийсэлементамиматрицыTθf̄(jω
f
).

Учитывая,чтоsinω
f
t=

e
jω

f
t
−e

−jω
f
t

2j
,обозначимреакциирас-

смативаемойсистемынаe
jω

f
t

иe
−jω

f
t

как

θ
+

=Tθf̄(jω
f
)f̄
s
e
jω

f
t
,θ

−
=Tθf̄(−jω

f
)f̄
s
e
−jω

f
t
.(2.162)

Нетруднопоказать,чтоθ(t)=
θ
+
−θ

−

2j
.

Вводявекторq(ω
f
)+jp(ω

f
)=Tθf̄(jω

f
)f̄
s

запишем

θ
+

=
[
q(ω

f
)+jp(ω

f
)
]
e
jω

f
t
,θ

−
=
[
q(ω

f
)−jp(ω

f
)
]
e
−jω

f
t
.(2.163)

Используяэтивыражения,получимпосленесложныхпреобразо-
ваний

θi(t)=
√
q2
i(ωt)+p2

i(ωt)sin(ω
f
t+ϕi)(i=1,m).

итакимобразом,амплитудывынужденныхколебаний(2.161)связа-
нысэлементамичастотнойпередаточнойматрицыкак

ai(ω
f
)=

√
q2
i(ωf)+p2

i(ωf)(i=1,m).(2.164)

Заметимтакже,чтоиз(2.163)и(2.164)следует

a
2
i(ω

f
)=θ

+
iθ

−
i(i=1,m).(2.165)
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ПонятиеH∞-нормычастотнойпередаточнойматрицы

ВначалерассмотримзаданнуюматрицучиселTразмеровm×µ̄.
Еслиэтаматрицаквадратная(µ̄=m),тоеесобственныечисла
λi[T](i=1,m)находятсякаккорниполиномаd(s)=det(Es−T).
Если(µ̄6=m)(далеедляпростоты(m≥µ̄),тотакойполином
построитьнельзя,ипоэтомунаходятсингулярныечислаσi[T](i=
1,µ̄),определяемые,вобщемслучаекомплекснойматрицы,как

σi[T]=
√
λi[T∗T](i=1,µ).(2.166)

гдеT
∗

–комплексно-сопряженнаясTитранспонированнаямат-
рица.(ЕслиT=T1+jT2,тоT

∗
=[T1−jT2]

T
=T

T
1−jT

T
2).

ПустьматрицаTявляетсяфункциейjω:T(jω)=T1(ω)+
jT2(ω),тогдасингулярныечислазависятотω:σi[T(jω)]= √
λi[TT(−jω)T(jω)](i=1,µ)

Возвращяаськпередаточнойматрицесистемы,запишем

σi
[
Tθf̄(jω)

]
=

√
λi

[
TT
θf̄(−jω)Tθf̄(jω)

]
(i=1,µ)(2.167)

Определение.H∞нормойпередаточнойматрицыTθf̄(jω),обо-

значаемойкак
∥∥
Tθf̄(jω)

∥∥
∞,либоболеепростокак

∥∥
Tθf̄
∥∥
∞,назы-

ваетсячисло

∥∥
Tθf̄(jω)

∥∥
∞=max

1≤i≤m
sup

0≤ω≤∞

[
σ1

[
Tθf̄(jω)

]
,...,σm

[
Tθf̄(jω)

]]
.

(2.168)

Физическийсмыслэтогочислазаключаетсявследующем.Пусть
системаимеетскалярнуюрегулируемуюпеременную(m=1).В

этомслучаеλ1

(
Tθf̄(−jω)Tθf̄(jω)

)
=

∣∣
Tθf̄(jω)

∣∣2
=a

2
1(ω),гдеa1(ω)

–амплитудаколебанийрегулируемойпеременнойсистемы,возбуж-
деннойвозмущениемf̄1=1·sinωt,иH∞нормапередаточной
функциисистемы

∥∥
Tθf̄
∥∥
∞=sup0≤ω≤∞|a1(ω)|являетсяустановив-

шемсямаксимальнымзначениемамплитудыколебанийприразлич-
ныхзначенияхчастотыω.

ВобщемслучаефизическийсмыслH∞нормыраскрываетсясле-
дующимеесвойством.

Свойство.Еслисистема(2.152),(2.153)возбужденагармониче-
скимвозмущением(2.160),тоотношениесуммыквадратовамплитуд

выходаисуммыквадратовамплитудвходаудовлетворяетнеравен-
ству

m∑

i=1

a
2
i(ω

f
)

µ̄∑

k=1

(f̄
s
k)

2

≤
∥∥
Tθf(jω

f
)
∥∥
∞(2.169)

длявсехчастотвозмущения(0≤ω
f
<∞).

ВычислениеH∞-нормы
Рассмотримнекую,асимптотическиустойчивую(приf̃=0)си-

стему

˙̃x=Ãx̃+Ψ̃f̃,θ=Ñx̃.(2.170)

Еепередаточнаяматрица

T̃(s)=Ñ(Es−Ã)
−1

Ψ̃.(2.171)

Утверждение.H∞нормапередаточнойматрицыT̃(s)удовле-
творяетнеравенству

∥∥
∥T̃
∥∥
∥∞<γ,(γ>0),(2.172)

еслиитолькоеслигамильтоноваматрица

G=

[
Ãγ

−2
Ψ̃Ψ̃

T

−Ñ
T
Ñ−Ã

T

]
(2.173)

неимеетсобственныхчиселнамнимойоси:Reλi[G]=0(i=1,2ñ).
Следствие.Чтобынайтиминимальноезначениеγ=γminвыби-

раемнекотороечислоγ>0ипроверяем,нетлисредисобственных
чиселGчистомнимых,еслинет,тоуменьшаемγ,вновьвычисля-
емсобственныечисламатрицыGитакдалеедотехпор,покапри
некоторомγminнеприблизимся,сзаданнымдопуском,кзначению
Reλi[G]=0(i=1,2n),итогда

‖T‖∞=γmin,(γ>0),(2.174)

Такимобразом,H∞нормаможетбытьвычисленапосредством
иттеративнойпроцедурывычисленияγminвместонахождениямак-
симумовфункцииσi[T(jω)](i=1,n)длявсехчастотω.
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2.3.32–Риккатиметод

ПостановказадачиH∞оптимизациивмногомерномслучае
Рассмотримобъект(2.152),вкоторомвнешниевозмущенияипо-

мехиявляютсянеизмеряемыми,неизвестнымисигналамисограни-
ченнойэнергией.Последнееозначает,что

∞∫

0

f̄
T
(t)f̄(t)dt<∞.(2.175)

Вэтомслучаеговоряттакже,чтоL2нормафункцииf̄(t)огра-
ничена.

Введемтакжевекторz=
[
θ
T
,u

T]T
итогдапередаточнаямат-

рицаTzf̄(s),связывающаявектораzиf̄,имеетвид

Tzf̄(s)=
[
T
T
θf̄(s)T

T
uf̄(s)

]T
(2.176)

Задача.Длязаданногообъекта(2.152)найтирегулятор(2.153)
такой,чтобыH∞нормапередаточнойматрицыTzf̄(jω)этойси-
стемыпринималанаименьшеезначение

∥∥
Tzf̄
∥∥
∞=min.(2.177)

ОтличиеэтойзадачиотзадачАКОРсостоитпреждевсеговтом,
чтотеперьf̄(t)–неизвестный,неизмеряемыйвектор.Взадаче
АКОРвнешниевозмущенияотсутствуют.

Неравенство(2.175)означает,чтоf̄(t)–исчезающаяфункция
(lim
t→∞

f̄(t)=0).Однакоонанеизвестна.Этообстоятельствоиболее

содержательныйкритерийоптимизации(ввидеH∞нормыпереда-
точнойматрицысистемы)делаютэтузадачуболеетруднойдляее
решения,чемзадачаLQ–оптимизации.Однако,оказывается,что
еерешениесводитсякLQ-минимаксномууправлению

Минимаксноеуправлениепосостоянию
УсложнимзадачуАКОРнеизвестнымвозмущениемсограничен-

нойэнергией.Уравнениеобъекта(2.8)приметвэтомслучаевид

ẋ=Ax+Bu+Ψf.(2.178)

Таккакf(t)неизвестнаяфункция,тобудемискатьнаихудшее
возмущениевсмыслефункционала

J=

∞∫

0

(
x
T
Qx+u

T
u−γ

2
f
T
f
)
dt,(2.179)

вкоторомγ–заданноечисло,аQ–заданаяположительно-опре-
деленнаяматрица.

Задачаминимаксногоуправлениясостоитвтом,чтобынайти
управлениеu(t),котороеминимизируетэтотфункционаливозму-
щениеf(t),максимизирующееего.

Искомоеоптимальноеуправлениеимеетвид

u=C
T
x,C

T
=−B

T
P,(2.180)

анаихудшеевозмущение

f=Kfx,Kf=γ
−2

Ψ
T
P,(2.181)

гдеположительно-определенаяматрицаPявляетсярешениемсле-
дующегоуравненияРиккати

PA+A
T
P−PBB

T
P+γ

−2
PΨΨ

T
P+Q=0.(2.182)

Выводсоотношений(2.180)–(2.182)повторяетвыводуравнений
(2.22),(2.23).

Приγ→∞уравнение(2.182)совпадаетсуравнениемРиккати
(2.22)процедурыАКОР.

ПринципиальноеразличиеэтихуравненийРиккатисостоитвтом,
чтонедлялюбогочислаγсуществуетположительно-определенная
матрицаP,являющаясярешениемуравнения(2.182).Существует
некотороеминимальноечислоγ=γmin,прикоторомP>0ипри
γ<γminматрицаPстановитсязнакопеременнойипоэтомудля
существованияP>0числоγдолжнопринадлежатьинтервалу
γmin≤γ≤∞.

Нетруднопоказать,чтосистема(2.178),(2.180),(2.181)асимптоти-
ческиустойчива:матрицаAc=A+BC

T
+ΨKf–гурвицева(имеет

собственыечисласотрицательнымивещественнымичастями)ипо-
этомунаихудшеевозмущение–затухающаяфункциясограничен-
нойэнергией.

Управлениеповыходу,обеспечивающееограниченную
H∞-норму

Рассмотримрегулятор,описываемыйуравнениями
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ẋp=Axp+Bu+Ψfp+K(y−Dxp),fp=Kfxp(2.183)

u=C
T
xp,(2.184)

где

C
T

=−B
T
P,K=

(
E−γ

−2
PeP

)
PeD

T
,Kf=γ

−2
Ψ
T
P.(2.185)

УтверждениеЕслипринекоторомγсуществуютнеотрица-
тельно-определенныематрицыPиPe,удовлетворяющиеследу-
ющимуравнениямРиккати

PA+A
T
P−PBB

T
P+γ

−2
PΨΨ

T
P+N

T
N=0,(2.186)

APe+PeA
T
−PeD

T
DPe+γ

−2
PeN

T
NPe+ΨΨ

T
=0(2.187)

ивыполняетсяусловие

λmax[PPe]<γ
2
,(2.188)

гдеλmax[M]–максимальнособственноечисломатрицыM,тоH∞

нормапередаточнойматрицысистемы(2.152),(2.183)–(2.185)удо-
влетворяетнеравенству

∥∥
Tzf̄
∥∥
∞<γ.(2.189)

Доказательствоутвержденияприведенов[2.18].
Есливекторсостоянияxобъекта(2.152)измеряется,торегуля-

торописываетсякак

u=C
T
x,C

T
=−B

T
P,(2.190)

гдематрицаP≥0удовлетворяетуравнению(2.186),котороесов-
падаетсуравнениемдляминимаксногоуправления(2.182).

Запишемуравнениярегулятора(2.183)–(2.185)вформеуравне-
ния(2.153).Исключаяиз(2.183)переменныеuиfp,описываемые
уравнениями(2.183),(2.185),получимматрицы

Ap=A−BB
T
P+γ

−2
ΨΨ

T
P−KD,(2.191)

Bp=K,Dp=−B
T
P,Fp=0.(2.192)

ПримерРассмотримсистему,описываемуюуравнениями

ẋ1=x2+b11u1+ψ11f1,ẋ2=b21u1+ψ21f1,y1=x1+χ1θ1=x1,(2.193)

ẋp1=ap11x1+ap12x2+bp11y1,ẋ2=ap21x1+ap22x2+bp21y1,(2.194)

u1=dp11xp1+dp12x2+fpy1.(2.195)

Передаточнаяматрицаэтойсистемы,состоящаяизобъекта(2.193)и

регулятора(2.194),(2.195),Tzf̄(jω),связывающаявекторz=[θ1,u1]с

векторомвозмущенияf̄=[f1,χ1]являетсяматрицейразмеров2×2.

Задачасостоитвтом,чтобыдляобъекта(2.193)сизвестнымикоэффи-

циентаминайтикоэффициентырегулятора(2.194),(2.195)такие,чтобы

выполнялосьнеравенство

∥∥
Tzf̄

∥∥
∞

<γ.(2.196)

Всоответствиис(2.183)–(2.185)решениеэтойзадачиописывается

соотношениями

∥∥
c11c12

∥∥
=−

∥∥
b11b21

∥∥∥∥
∥∥p11p12

p12p22

∥∥
∥∥

∥∥
kf11kf12

∥∥
=−γ

−2∥∥
ψ11ψ21

∥∥∥∥
∥∥p11p12

p12p22

∥∥
∥∥

∥∥
∥∥k11

k12

∥∥
∥∥=

[∥∥
∥∥10

01

∥∥
∥∥−γ

−2

∥∥
∥∥pe11pe12

pe12pe22

∥∥
∥∥·

∥∥
∥∥p11p12

p12p22

∥∥
∥∥
]∥∥
∥∥pe11pe12

pe12pe22

∥∥
∥∥
∥∥
∥∥1

0

∥∥
∥∥

вкоторомчислаpij,peij(ij=1,2)являютсярешениямиуравнения

Риккативида(2.186),(2.187).
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Искомыекоэффициентынаходятсявсоответствиис(2.190)как

Ap=

[∥∥
∥∥01

00

∥∥
∥∥−

∥∥
∥∥b11c11b11c12

b21c11b21c12

∥∥
∥∥−γ

−2

∥∥
∥∥ψ11kf11ψ11kf12

ψ21kf11ψ21kf12

∥∥
∥∥−

∥∥
∥∥k110

k120

∥∥
∥∥
]

bp11=k11;bp21=k21;dp11=c21;d12=c12;f1=0.

Сформулированноевышеутверждениедаетвозможностьпостро-
итьоптимальноеуправление,решающеезадачупутемнахождения
наименьшихзначенийγнаосновеследующегоалгоритма.

ПроцедурапостроенияH∞оптимальногоуправления
1.Задатьсянекоторымчисломγ=γ

(0)
.

2.РешитьуравнениеРиккати(2.186)ипроверитьнеотрицатель-
ностьматрицыP.ЕслиP≥0,топереходимкследующейопера-
ции,впротивномслучаевозвращаемсякоперации1иувеличиваем
γ.

3.РешаемуравнениеРиккати(2.187)приγ=γ
(0)

.ЕслиPe≥0,
топереходимкследующейоперации,впротивномслучаевозвраща-
емсякоперации1иполагаемγ>γ

(0)
.

4.Проверяемвыполнениеусловия(2.188).Еслионовыполняется,
товозвращаемсякоперации1иуменьшаемγ(γ<γ

(0)
).Впротив-

номслучаевозвращаемсякоперации2иувеличиваемγ(γ>γ
(0)

)
ит.д.

РешениеуравненияРиккативоперациях2и3осуществляетсяна
основеметодадиагонализации.Дляэтогостроятсягамильтонианы

Gi=

[
Aγ

−2
ΨΨ

T
−BB

T

−N
T
N−A

T

]
(2.197)

Gk=

[
A
T

γ
−2
N
T
N−D

T
D

ΨΨ
T

−A

]
(2.198)

ивычисляютсяихсобственыечисла.

2.3.4Программноеобеспечение

СистемаГАММА:директива431(H∞-субоптимальноеуправле-
ние).

СистемаMATLAB:m-функцииhinf,linf,hinfopt.

2.4l1–оптимизация

2.4.1Постановказадачииподходкеерешению

Рассмотримобъектуправления,описываемыйуравнением

y(k)+ϕ1y(k−1)+···+ϕny(k−n)=r1u(k−1)+···+rnu(k−n)
+f(k),k=1,2,...

(2.199)
гдеy(k)–измеряемыйвыходобъекта,f(k)–внешнеевозмущение,
являющеесянеизвестнойфункцией,окоторойизвестнолишь,что
онаограниченаизвестнымчисломf

∗
:

|f(k)|≤f
∗
,k=1,2,....(2.200)

Цельуправленияu(k)состоитвминимизациифункционала(кри-
терия)

J=sup
0≤k≤∞

|y(k)|.(2.201)

Искомоеуправлениеформируетсярегулятором

u(k)+ϕp,1u(k−1)+···+ϕp,npu(k−np)=
rp,0y(k−1)+···+rp,µpu(k−µp),k=1,2,...

(2.202)

Запишемуравнения(2.199),(2.202)ввиде

ϕ(λ)y=r(λ)u+f,ϕp(λ)u=rp(λ)y,(2.203)

гдеλ–операторсдвиганазад(y(k−1)=λy(k).
Передаточнаяфункциясистемы(2.203),связывающаяеевыходy

cвнешнимвозмущениемfзаписываетсякак

h(λ)=
ϕp(s)

ϕ(λ)ϕp(λ)−r(λ)rp(λ)
.(2.204)

Регулятор(2.202)обеспечиваетасимптотическуюустойчивостьси-
стемы(2.203)ипоэтомуэтупередаточнуюфункциюможнопредста-
витькак

h(λ)=h0+h1λ+h2λ
2

+....(2.205)

Процедураопределениякоэффициентовhi(i=0,1,...)изтож-
дества

ϕp(s)

ϕ(λ)ϕp(λ)−r(λ)rp(λ)
=h0+h1λ+h2λ

2
+...(2.206)
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называетсяоперациейдлинногоделения.
Используявыражение(2.205),получаем

y(k)=h0f(k)+h1f(k−1)+h2f(k−2)+...k=1,2,....(2.207)

Учитываяограничение(2.200)заключаем,что

y(k)≤
∞∑

i=0

|hi||f(k−i)|≤f
∗

∞∑

i=0

|hi|.(2.208)

Этоозначает,чтоминимизируяфункционал

J1=

∞∑

i=0

|hi|,(2.209)

минимизируетсякритерий(2.199).
Такимобразом,задачаопределениякоэффициентоврегулятора

(2.200)изусловияминимумафункционала(2.201)сведенакопреде-
лениюэтихкоэффициентов,минимизирующихфункционал(2.209).
Функционал(2.209)называетсяl1нормойфункции(2.205),ипо-
этомуминимизация(2.209)называетсяl1-оптимизацией.

2.4.2Минимально-фазовыйобъект

Еслимодуликорнейλi(i=1,n−1)полиномаλ
−1
r(λ)больше

1(|λi|>1,i=1,n−1),торешениезадачиоминимумефункцио-
нала(2.201)достаточнопростоиономожетбытьосуществленобез
использованияl1-оптимизации.

Рассмотримвначалепростейшийслучай,когдаr1=1,r2=
···rn=0.

Вэтомслучаеуравнение(2.199)имеетвид

y(k)+ϕ1y(k−1)+···+ϕny(k−n)=u(k−1)+f(k),k=1,2,....
(2.210)

Еслипринятьуправление

u(k)=ϕ1y(k)+···+ϕny(k−n+1),k=1,2,...,(2.211)

то,подставляяегов(2.208),получим

y(k)=f(k),k=1,2,....(2.212)

Этоозначает,что

|y(k)|≤|f(k)|≤f
∗
,k=1,2,....(2.213)

Этотрезультатнеможетбытьулучшен.ε(k)=
Аналогичноепростоерешениеимеетместодляобщегослучая

r(λ).Искомоеуправлениеимеетвид

r1u(k)+···+rnu(k−n+1)=ϕ1y(k)+···+ϕny(k−n+1).(2.214)

2.4.3Неминимально-фазовыйобъект

Рассмотриммножествостабилизирующихрегуляторов,описывае-
мыхпередаточнойфункцией(2.129):

wp(λ)=
r
0
p(λ)−ϕ(λ)q̃(λ)

ϕ0
p(λ)−r(λ)q̃(λ)

,(2.215)

гдеr
0
p(λ)иϕ

0
p(λ)–полиномыминимальнойстепени,инаходятся

оникакрешениетождестваБезу

ϕ(λ)ϕp(λ)−r(λ)rp(λ)=1,(2.216)

аq̃(λ)=
q(λ)

ψ(λ)
,гдеq(λ)–произвольныйполином,ψ(λ)–любой

гурвицевполином(полином,чьимодуликорнейбольше1)–корни
внеединичногокруга.Приусловиях(2.215),(2.216)передаточная
функция(2.204)принимаетвид

h(λ)=ϕ
0
p(λ)−r(λ)q̃(λ).(2.217)

Пустьполиномr(λ)неимееткорней:|λi|=1,i∈1,n.Тогда
егоможнопредставитьввиде

r(λ)=r
+

(λ)r
−

(λ),(2.218)

гдеr
+

(λ)–полиномскорнямиr(λ),лежащимивнеединичного
круга,r

−
(λ)–полиномскорнямиr(λ),лежащимивнутриеди-

ничногокруга.
Сформируемдробно-рациональнуюфункцию

p(λ)=q̃(λ)r
+

(λ).(2.219)
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Таккаккорнизнаменателейэтойфункциилежатвнеединичного
круга,тоееможнопредставитькак

p(λ)=p0+p1λ+p2λ
2

+....(2.220)

Передаточнаяфункция(2.217)теперьпринимаетвид

h(λ)=ϕ
0
p(λ)−p(λ)r

−
(λ),(2.221)

илиболееподробно

h(λ)=ϕ
0
p,0+ϕ

0
p,1λ+ϕ

0
p,2λ

2
+···+ϕ

0
p,nλ

n
×

−(p0+p1λ+p2λ
2

+···)(r
−
0+r

−
1λ+r

−
2λ

2
+···+r

−
mλ

n
)=

=ϕ
0
p,0+ϕ

0
p,1λ+ϕ

0
p,2λ

2
+···+ϕ

0
p,nλ

n

−
[
r
−
0p0+(r

−
1p0+r

−
0p1)λ+(r

−
2p0+r

−
1p1+r

−
0p2)λ

2
+···

]
.

(2.222)
Изэтогоравенстваследует,чтокомпонентыhi(i=0,∞беско-

нечномерноговектораh=[h0,h1,...]связаныскомпонентамиpi
(i=0,∞вектораp=[p0,p1,...]уравнением

hi=ϕ
0
p,i(λ)−M[i]p,(2.223)

гдеM[i](i=0,∞)–i-таястрока-матрица








r
−
00...0...
r
−
1r

−
0...0...

..

.
r
−
mr

−
m−1...r

−
1...

0r
−
m...r

−
2...

..

.








.(2.224)

Этаматрицаимеетбесконечноечислострокистолбцов.

Функционал(2.209)принимаетвид

J1=

∞∑

i=0

∣∣
ϕ

0
P,i−M[i]p

]
,(2.225)

гдеϕ
0
p,i(i=0,n)иматрицаMизвестны,иэтотфункционал

минимизируетсявекторомp.

Рассмотримконечно-мерныйвариантэтойзадачи(i=1,N),где
p–N-мерныйвектор,аM[i]–первыеN+1элементыi-той
строкиматрицыM.

Тогдаmin

N∑

i=0

∣∣
ϕ

0
p,i−M[i]p

]
находитсяспомощьюметодалиней-

ногопрограммирования,которыйрешаетзадачу

min

N∑

i=0

ai,(2.226)

где−ai≤ϕ
0
p,i−M[i]p≤ai.

Пустьзадачалинейногопрограммированиярешенадлянекоторо-
гоNиполученвекторp

N
.ОбозначимJ

N
1значениефункционала

J1=

∞∑

i=0

∣∣
ϕ

0
p,i−M[i]p

]
приp=p

N
.Ясно,чтоJ

i
≥J

i+1
длялю-

богоi.Однако,существуеттакоеN,чтоJ
i
≥J

N
длявсехi.

Этоозначает,чтоминимизацияфункционала(2.225)достигаетсяна
конечно-мерномвектореp

N
.

Подитожимизложенное.
Процедураl1-оптимизации
1.Решимполиномолиальноеуравнение(2.216)инайдемполиномы

ϕ
0
p(λ)иr

0
p(λ).

2.Представимполиномr(λ)ввиде(2.218).
3.Решимзадачулинейногопрограммирования(2.227)идля

достаточнобольшогоNиубедимся,чтоеерешениеp
N

= [
p
N
0,p

N
1,...,p

N
N

]
неизменяетсяприувеличенииN.

4.Построимполином

p
N

(λ)=p
N
0,p

N
1λ,...,p

N
Nλ

N

исформируемдробно-рациональнуюфункцию

q̃(λ)=
p
N

(λ)

r+(λ)
.(2.227)

5.Передаточнаяфункцияоптимальногорегулятора:

wp(λ)=
r
0
p(λ)+ϕ(λ)q̃(λ)

ϕ0
p(λ)−r(λ)q̃(λ)

.(2.228)
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2.5Комментарии

LQ–оптимизацияиАКОР.

Развитиесистемуправления,ужесточениетребованийкихточно-
стиприограниченныхгабаритахиресурсахпривелов40-50-хгодах
киспользованиювариационногоисчислениядляпостроенияопти-
мальныхсистемуправления.Вначалеиспользовалисьметодыклас-
сическоговариационногоисчисления(кклассическимметодамотно-
сятсяметоды,основанныенауравненияхЭйлера,Лагранжа,Якоби,
Вейерштрасса),однако,вскоресталоясно,чтодляпостроенияси-
стемновойтехники(вчастности,системзапускаракет[2.23]),си-
стем,оптимальныхпобыстродействию[2.24],ит.п.,необходимо
дальнейшееразвитиевариационногоисчисления.Деловтом,что
из-заограниченийнауправления(например,ограниченнымколиче-
ствомтопливаракеты,наличиемупороврулейуправленияит.п.)
оптимальныеуправленияоказалиськусочно-непрерывнымифунк-
циямисточкамиразрывапервогорода,числокоторыхнеизвест-
но.Этопротиворечилопредположениюклассическоговариационно-
гоисчисленияонепрерывностиэкстремалей.

Всвязисэтимпоявилосьсовременноевариационноеисчисле-
ние,основнымирезультатамикоторогосталипринципмаксимума
Л,С.Понтрягина[2.25]иметоддинамическогопрограммирования
Р.Беллмана[2.21].Онинесутбольшойобъеминформацииострук-
туреоптимальногоуправления,однако,процессегопостроениясво-
дится,какивклассическомвариационномисчислении,крешению
краевойзадачидлядифференциальныхуравнений(обыкновенных-
впринципемаксимумаЛ,С.Понтрягина,ивчастныхпроизводных-
вметодединамическогопрограммированияР.Беллмана).

Этообстоятельствопобудилокотысканиюклассовобъектов,для
которыхкраеваязадачалегкорешаетсячисленно.Такимиобъекта-
миоказалисьобъекты,описываемыелинейнымидифференциальны-
миуравнениями.Методоптимизациидлянихбылразработанв1960
г.независимоА.М.Летовым[2.4]иР.Калманом[2.5].

А.М.ЛетовдалэтомуметодуназваниеАналитическоеКОнстру-
ированиеРегуляторов(АКОР).Однимизповодовдлятакогона-
званияявилосьследующее.Втовремянаиболеераспространенным
методомсинтеза(конструирования)былметодЛАЧХ.Этотметод,
которыйисегодняиграетважнуюрольвпроектированиисистемав-
томатическогоуправления,являетсяграфо-аналитическимметодом
пробиошибокипоэтомусвойствасистемычастозависятотинту-

ициииопытаинженера-проектировщика.Всвязисэтимназрела
потребностьвметодесинтеза,которыйпозволялнаходитькоэффи-
циентырегуляторапоформулам(аналитически)так,чтобыисход-
нымданнымсоответствовалодиннаборкоэффициентоврегулятора.
АКОРотвечалэтомутребованию(коэффициентырегулятораодно-
значноопределяютсяматрицамиA,BиQ).

Несмотрянаэто,названиеАКОРвызвалонедоумение.Во-первых,
конструирование(синтез)регуляторовисходитизвекторногокрите-
рия(требованиякустановившимсяошибкам,временирегулирова-
ния,перерегулированиюит.д.),акритерийвАКОР-скаляр.Во-
вторых,былопоказано[2.22],чтолюбая,скольугодно"плохая"по
этомувекторномукритерию,системаявляетсяоптимальнойвсмыс-
ленекоторогоквадратичногофункционала.А.М.Летовпояснял
[1.17]своюпозициюследующимобразом:взадачеАКОРфункцио-
налфигурируеткакпостулатизадачаокажетсяпрактическиполез-
ной,еслиудачнобудетвыбранэтотфункционал.Приэтомондо-
бавлялизвестноевысказываниеБертранаРасселаотом,чтометод
постулированияимеетмногопреимуществ,совпадающимистеми,
которыеприсущиворовствупосравнениюсчестнымтрудом.

ВсвязисэтимА.М.Летовформулируетпроблемувыбораопти-
мизирующегофункционала.Приэтомрассматриваютсяфункциона-
лы,являющиесяопределеннымиинтеграламифункцииобщеговида
(анетолькоквадратичныеформы),ауравненияобъекта-нелиней-
ны.Проблемавыборасостоитвтом,чтобысредиподинтегральных
функцийиззаданногомножествауказатьте,длякоторыхзадача
АКОРразрешимаиудовлетворяютсятребованияквременирегули-
рования,перерегулированию,монотонностиит.п.либокчастииз
этихкритериев.Этапроблемарешаетсявпоследующихдвухглавах
дляквадратичногофункционалаилинейныхобъектов.

АКОР,благодаряяснойпостановкезадачиизавершеннымрезуль-
татам,явиласьисточникомбольшогочислапубликацийпосинтезу
регуляторовдляразличныхклассовобъектов(дискретных[2.12],
[2.13],сзапаздыванием,нелинейных[2.11]),вкоторыхприрешении
задачиобоптимальнойстабилизациибылипреодоленытрудности
решениякраевойзадачиметодадинамическогопрограммирования.
H∞-оптимизация.
ИспользованиеH∞нормыпередаточнойматрицысистемысвя-

заносработойДж.Зеймса[2.16].Задачаееминимизациибылавна-
чалерешена[2.17]наосновеметодовтеориифункцийкомплексного
переменного(теоремаНехари,интерполяцияНеванлины-Пика).Из-
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ложенноевп.2.3.1следуеткниге[1.18].Позжебылпредложен[2.18]
методпостроенияH∞-субоптимальногоуправления,называемый
2-Риккатиподходом,описанныйвп.2.3.3.

РассмотримсодержательныйсмыслH∞нормы.
Дляодномерныхсистемонаимеетясныйфизическийсмысл,ко-

торыйследуетизвыражений(2.139)и(2.140):максимумамплитуды
выходасистемыпригармоническомвнешнемвозмущении.

Вмногомерномслучаеэтотсмыслнесохраняетсяиэтанормавы-
ражаютсячерезсингулярныечислапередаточнойматрицы,которые
неимеютявнойсвязисамплитудамивыходовсистемы.ЗадачаH∞

-оптимизацииинтерпретируетсякакхорошоизвестнаяминимаксная
задачасфункционалом(2.179)и,какиприLQ–оптимизации,воз-
никаетпроблемавыбораегокоэффициентовдлярешениязадачиА
синтезарегулятора.

Вместесэтим,H∞-оптимизацияодномерныхсистемнаосно-
веспектральногометодаимеетважноезначениетаккакпозволяет
найтинаивысшуюточность,котораяможетбытьдостигнутадляза-
данногообъектапригармоническомвнешнемвозмущении.Приэтом
системаможетбытьнегрубой,управлениенеограниченным,авремя
регулированияскольугодновелико.
l1-оптимизация.

Методl1-оптимизациибылразработанв[2.19],[2.20].Изложен-
ноевп.2.4следуеткниге[1.18],гдеимеютсяболееподробнаябиб-
лиографияотносящаясякэтомуметоду.
l1-оптимизацияимеетважноезначениетаккакпозволяетнайти

наивысшуюточность,котораяможетбытьдостигнутадлязаданного
объектаприпроизвольномограниченномвнешнемвозмущении.При
этомсистемаможетбытьнегрубой,управлениенеограниченным,а
времярегулированияскольугодновелико.

2.6Приложение.Методдинамическогопрограм-

мирования

Впятидесятыхгодахнарядусзадачамиоптимальногоуправленияв
техникевозниклизадачиобоптимальномуправлениивэкономике,
управлениивойскамиит.д.(задачиобуправлениизапасами,ресур-
сами,составлениерасписаний,организациятыла).Онинедопускали
эффективногочисленногорешениянаосновесуществующихмето-
дов.Этопривлекловниманиематематиковкэтимзадачам.Приэтом

обнаружилось,чтопроцессрешениямногихизнихможетбытьпред-
ставленкакнекоторыймногоплановыйпроцесспринятиярешений.
Этаконцепцияполучиланазваниеметодадинамическогопрограм-
мирования,чтоозначаетпринятиерешенийвовремени.

Основуметодадинамическогопрограммирования,разработанного
американскимматематикомР.Беллманом[2.21],составляетприн-
ципоптимальности,используякоторыйвыводятфункциональное
уравнениеметода.Решениеэтогоуравненияприводитксинтезуоп-
тимальногоуправления.

2.6.1Принципоптимальности

Рассмотримзадачуобоптимальномуправлении.Пустьданобъект
управления,описываемыйуравнениями

ẋ=ϕ(x,u,t).(2.229)

Требуетсянайтизаконуправления

u=r(x,t),(2.230)

чтобынадвиженияхсистемы(2.229),(2.230),возбужденныхпроиз-
вольныминачальнымиотклонениями,минимизировалсяфункцио-
нал

J=

t1 ∫

t0

ϕ0(x,u,t)dt.(2.231)

Приэтомнауправления(2.230)наложеныограниченияu∈U.
Дляопределенностичастобудемполагать,что

−u
∗
k≤uk(t)≤u

∗
k,(2.232)

гдеu
∗
k(k=1,m)–заданныечисла.

Отметим,чтоэтазадачаявляетсявариационнойзадачейсосво-
боднымправымконцомификсированнымt1.

Дляпростотыизложенияпринципаоптимальностиограничимся
частнымслучаемэтойзадачи,когдаn=2,аm=1.Вэтомслучае
уравнения(2.229)и(2.230)примутвид:

ẋ1=ϕ1(x1,x2,u,t);ẋ2=ϕ2(x1,x2,u,t);(2.233)
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u=r(x1,x2,t),(2.234)

афункционал(2.231)запишется,еслиопуститьдляпростотыtв
ϕ0,как

J=

t1 ∫

t0

ϕ0(x1,x2,u)dt.(2.235)

Переходякпринципуоптимальности,допустим,чтооптимальное
управление(2.230)найдено.Этомууправлениюсоответствуетопти-
мальнаятраекторияx1(t),x2(t),которуюможновычислить,под-
ставляявуравнения(2.229)функцию(2.230)иинтегрируя(2.229)
принекоторомначальномусловииx1(t0),x2(t0).Этатраектория
приведенанарис.2.3.1.

Рис.2.3.1.

Отметимкакую-либоточкуx
′

наоптимальнойтраекториии
назовемучастокмеждуточкойx

(0)
={x1(t0),x2(t0)}иточкой

x
′
={x1(t

′
),x2(t

′
)}первым(траектория1),аучастокмеждуточ-

камиx
′
={x1(t

′
),x2(t

′
)}иx

(1)
={x1(t1),x2(t2)}назовемвторым

участкомтраектории(траектория2).

Принципоптимальности:независимооттого,какимпу-
темсистема(2.233)достиглавмоментвремениt

′
точки

{x1(t
′
),x2(t

′
)},ееоптимальнымпоследующимдвижениембу-

деттраектория2.

Другимисловами,второйучастокоптимальнойтраекториияв-
ляетсяоптимальнойтраекторией.Этоозначает,чтоеслисистема,
начавдвижениеизточкиx

(0)
,оказаласьвмоментвремениt

′
в

точкеx
′
,тооптимальноедвижениеизэтойточкибудетсовпадать

страекторией2.
Обоснованиепринципапочтиочевидно.Действительно,пустьдви-

жениеизточкиx
′

продолжаетсянепотраектории2,апотраекто-
рии2

′
иприэтомдвижениифункционал

J=

t1 ∫

t′

ϕ0(x1,x2,u)dt.

принимаетменьшеезначение,чемнатраектории2.Тогдазначение
функционала(2.235)натраектории1−2

′
будетменьшим,чемна

траектории1−2.Этопротиворечитпредположениюобоптималь-
ностиu.

2.6.2Функциональноеуравнениеметодадинамического

программирования

Несмотрянапочтиочевидный,эвристическийхарактерпринципа
оптимальности,онимеетсвоимследствиемдалеконеочевидное
функциональноеуравнение.Переходякеговыводу,введемобозна-
чениядлязначенийфункционаланаоптимальныхтраекториях:

υ[x1(t0),x2(t0),t0]=min
|u(t)|≤u∗

t1 ∫

t0

ϕ0[x1(t),x2(t),u(t)]dt;

υ[x1(t
′
),x2(t

′
),t

′
0]=min

|u(t)|≤u∗

t1 ∫

t′

ϕ0[x1(t),x2(t),u(t)]dt;

Представим(полагаяt
′
=t0+τ;τ–достаточномалоечисло)

функционал(2.235)вформе

t0+τ ∫

t0

ϕ0[x1(t),x2(t),u(t)]dt+

t1 ∫

t0+τ

ϕ0[x1(t),x2(t),u(t)]dt.

Допустим,чтооптимальноеуправлениенавторомучасткеизвест-
но.Значение,котороепринимаетфункционалоптимизациипридви-
жениипоэтомуучастку,определяетсявыражениемυ[x1(t

′
),x2(t

′
)].
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Наосновепринципаоптимальностиможнозаписатьфункциональ-
ноеуравнение

υ[x1(t0),x2(t0),t0]=

min|u(t0)|≤u∗

{t0+τ ∫
t0

ϕ0[x1(t),x2(t),u(t)]dt+υ[x1(t0+τ),x2(t0+τ),t0+τ]

}
.

Учитываямалостьτ,получим

υ[x1(t0),x2(t0),t0]=min|u(t0)|≤u∗{ϕ0[x1(t0),x2(t0),u(t0)]τ+
υ[x1(t0+τ),x2(t0+τ),t0+τ]}.

(2.236)

Минимизируявыражениевфигурныхскобкахпоu(t0),получим
оптимальноеуправлениенапервомучастке.Однаковэтомвыраже-
ниифункцияυнеизвестна.Всвязисэтимпреобразуем(2.236).

ИспользуяразложениеврядТейлора,получим

xi(t0+τ)=xi(t0)+
∂xi

∂t

∣∣
t=t0τ+o1i(τ)=

xi(t0)+ϕi[x1(t0),x2(t0),u(t0),t0]τ+o1i(τ)(i=1,2).

lim
τ→0

o1i(ϕ)

τ−→0;

υ[x1(t0+τ),x2(t0+τ),t0+τ]=υ{x1(t0)+
ϕ1[x1(t0),x2(t0),u(t0),t0]τ+o1i(τ),x2(t0)+

+ϕ2[x1(t0),x2(t0),u(t0),t0]τ+o12(τ),t0+τ}=
υ[x1(t0),x2(t0),t0]+

+
∂υ

∂x1

∣∣
∣∣
∣

t=t0
x1=x1(t0)

x2=x2(t0)

ϕ1[x1(t0),x2(t0),u(t0),t0]τ+

+
∂υ

∂x2

∣∣
∣∣
∣

t=t0
x1=x1(t0)

x2=x2(t0)

ϕ2[x1(t0),x2(t0),u(t0),t0]τ+
∂υ

∂t

∣∣
∣∣
∣

t=t0
x1=x1(t0)

x2=x2(t0)

τ+o3(τ),

гдеlim
τ→0

o3(τ)

τ−→0.Подставляяэтивыраженияв(2.236),получим

υ[x1(t0),x2(t0),t0]=min
|u(t0)|≤u∗{ϕ0[x1(t0),x2(t0),u(t0)]τ+υ[x1(t0),x2(t0),t0]+

+

2∑

i=1

∂υ

∂xi

∣∣
∣∣xi=xi(t0)

t=t0

ϕi[x1(t0),x2(t0),u(t0),t0]τ+
∂υ

∂t

∣∣
∣∣
∣

t=t0
x1=x1(t0)

x2=x2(t0)

τ+o3(τ)

}
.

Сокращаяυ[x1(t0),x2(t0),t0]вобеихчастяхравенстваиподелив
результатнаτ,получимприτ→∞

−
∂υ

∂t

∣∣
∣∣
∣

t=t0
x1=x1(t0)

x2=x2(t0)

=min
|u(t0)|≤u∗

{
ϕ0[x1(t0),x2(t0),u(t0)]+

+
2∑

i=1

∂υ

∂xi

∣∣
∣∣
∣

t=t0
x1=x1(t0)

x2=x2(t0)

ϕi[x1(t0),x2(t0),u(t0),t0]

}
.

Учитывая,чтополученныйрезультатсправедливдлялюбых
x1(t0),x2(t0),t0,опустиминдекс"0"изапишем

−
∂υ[x1(t),x2(t),t]

∂t
=

=min
|u(t0)|≤u∗

{
ϕ0[x1(t),x2(t),u]+

2∑

i=1

∂υ[x1(t),x2(t),t]

∂xi
ϕi[x1(t),x2(t),u,t]

}
.

(2.237)
Вобщемслучае,когдаn>2,m>1,этоуравнениеимеетвид

−
∂υ[x1,...,xn,t]

∂t
=

minu1,u2,...,un∈U{ϕ0[x1,...,xn,u1,...,um,t]+

+

n∑

i=1

∂υ[x1,...,xn,t]

∂xi
ϕi[x1,...,xn,u1,...,um,t]}.

(2.238)

Еслиизвестно,чтооптимальныеуправлениянаходятсявнутри
множестваU,либоеслиограниченияподобногородавообщеотсут-
ствуют,тоуравнение(2.238)можнопредставитькаксовокупность
уравненийвчастныхпроизводных:
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−
∂υ

∂t
=ϕ0[x1,...,xn,u1,...,um]+

n∑

i=1

∂υ

∂xi
ϕi[x1,...,xn,u1,...,um,t];

(2.239)

∂ϕ0[x1,...,xn,u1,...,um]

∂uk
+

n∑

i=1

∂υ

∂xi

∂ϕi[x1,...,xn,u1,...,um,t]

∂uk
=0(k=1,m).

(2.240)
Такимобразом,длярешениязадачиобоптимальнойстабилизации

необходиморешить,прикраевыхусловиях

υ[x1(t1),...,xn(t1),t1]=0,(2.241)

специфическоеуравнениевчастныхпроизводных(2.238)либоси-
стемуизm+1уравненийвчастныхпроизводных(2.239),(2.240).
Врезультатерешенияэтихуравненийполучимискомыеоптималь-
ныеуправленияuk=uk(x1,...,xn,t),где(k=1,m),ифункцию
υ(x1,...,xn,t),котораяприxi=xi0,t=t0являетсянаименьшим
значениемфункционалаоптимизации

υ(x10,x20,...,xn0,t0)=

t1 ∫

t0

ϕ0(x1,...,xn,u1,...,um)dt,(2.242)

есливыполняютсякраевыеусловия(2.241).Действительно,пусть
оптимальныеуправленияопределены.Тогда,вдольоптимальных
траекторийиуправлений,уравнение(2.238)приметвид

−
∂υ(x1,...,xn,t)

∂t
=ϕ0(x1,...,xn,u1,...,um)+

n∑

i=1

∂υ(x1,...,xn,t)

∂xi
ϕi(x1,...,xn,u1,...,um,t)

или

∂υ(x1,...,xn,t)

∂t
+

n∑

i=1

∂υ(x1,...,xn,t)

∂xi
ϕi(x1,...,xn,u1,...,um,t)=

−ϕ0(x1,...,xn,u1,...,um).
(2.243)

Очевидно,чтоэтоуравнениеможнозаписатьвболеекомпактной
форме

dυ(x1,...,xn,t)

dt
=−ϕ0(x1,...,xn,u1,...,um).(2.244)

Интегрируяеговпределахотt0доt1,заключаем,что

υ[x1(t1),...,xn(t1),t1]=−
t1 ∫

t0

ϕ0(x1,...,xn,u1,...,um)dt.(2.245)

Учитываякраевыеусловия(2.241),получим(2.242).
Приt→∞наоптимальныеуправлениянакладываетсядопол-

нительноетребованиеасимптотическойустойчивости.Еслифунк-
цииϕ0>0иυ[x1,...,xn]длявсехx1,...,xn,тосистема(2.229),
(2.230)асимптотическиустойчива.

Действительно,уравнение(2.243)являетсяуравнениемвторого
методаА.М.Ляпуноваипоэтомудляасимптотическойустойчиво-
стиоптимальнойсистемыдостаточноположительно-определенной
функцииυ(x1,...,xn),полнаяпроизводнаякоторойвсилудиффе-
ренциальныхуравнений(2.229)отрицательно-определенна.

Такимобразом,еслиϕ0(x1,...,xn,u1,...,um)>0иt1→∞,
тофункцияυ(x1,...,xn,u1,...,um,t)вуравненияхметодадина-
мическогопрограммированияоказываетсяфункциейЛяпунова,по-
этомуэтотметодиногданазываютметодомЛяпунова-Беллмана.
Заметимтакже,чтодляасимптотическиустойчивойоптимальной
системыкраевоеусловие(2.241)выполняетсяавтоматически.

Отметимвзаключение,чтоеслифункционалоптимизации(2.231)
имеетболееобщийвид

J=

t1 ∫

t0

ϕ0(x1,...,xn,u1,...,um,t)dt+ν0[x1(t1),...,xn(t1),t1],

(2.246)
токраевоеусловие(2.241)записываетсякак

υ[x1(t1),...,xn(t1),t1]=ν0[x1(t1),...,xn(t1),t1].(2.247)
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3Аналитическийсинтезрегуляторовпо

состоянию

Рассматриваетсячастныйслучайзадачисинтеза,когдапеременные
состоянияобъектадоступныдляизмерения.

ДлясинтезарегулятораиспользуютсяметодыLQиH∞–
оптимизации.Дляихприменениянеобходиморешитьследующие
вопросы:

1.Каковыдолжныбытьструктураикоэффициентыфункциона-
ловоптимизации,прикоторыхоптимальныйрегуляторобеспечивает
запасыустойчивостисистемы(обеспечиваетгрубостьсистемы)?

2.Прикакихзначенияхэтихкоэффициентоввыполняютсятребо-
ваниякграницамустановившихсяошибокрегулированияивремени
регулирования?

Впервойчастиглавыдается(путемисследованиячастотных
свойствоптимальныхсистем)ответнапервыйвопросиполучены
структурыфункционалаприкоторыхоптимальнаясистемабудет
грубой.

Вовторойчастиглавыполученывыражениядляегокоэффици-
ентов,которыеобеспечиваютустановившиесяошибкименьшедопу-
стимых(заданных).

3.1Частотныесвойстваоптимальныхсистем

3.1.1Условиеоптимальностивчастотнойформе

Рассмотримсистему

ẋ=Ax+Bu,(3.1)

u=C
′
x,(3.2)

оптимальнуювсмыслефункционала

J=

∞∫

0

(x
′
Qx+u

′
u)dt,(3.3)

вкоторомQ–положительно-определеннаяматрица.Оптималь-
ностьсистемы(3.1),(3.2)означает,чтоматрица

C=−PB,(3.4)

гдеопределенно-положительнаяматрицаPявляетсярешениемал-
гебраическогоуравненияРиккати:

PA+A
′
P−PBB

′
P+Q=0,(3.5)

вкоторомA,BиQ–заданныематрицы.
Преобразуя(3.1),(3.2)поЛапласупринулевыхначальныхусло-

виях,запишемпередаточнуюматрицуэтойсистемы

W(s)=−C
′
(Es−A)

−1
B.(3.6)

Прибавимивычтемизлевойчасти(3.5)произведениеsPиумно-
жимполученноеравенствослеванаB

′
(Es−A)

−1
,асправана

(Es−A)
−1

,тогда

B
′
(−Es−A)

−1
′

[−PA+Ps−A
′
P−sP+PBB

′
P−Q](Es−A)

−1
B=

=B
′
(−Es−A)

−1
′

PB+B
′
P(Es−A)

−1
B+

B
′
(−Es−A)

−1
′

PBB
′
P(Es−A)

−1
B−

−B
′
(−Es−A)

−1
′

Q(Es−A)
−1
B=0.

(3.7)
ВводяобозначениеH(s)=H(Es−A)

−1
B,гдеH

′
H=Q,и

учитывая(3.4),запишем(3.7)ввиде

−B
′
(Es−A)

−1
′

C−C
′
(Es−A)

−1
B+B

′
(−Es−A)

−1
′

CC
′
(Es−A)

−1
B=

=H
′
(−s)H(s).

Прибавляякобеимчастямединичнуюматрицуиучитываявыра-
жение(3.6)дляпередаточнойматрицысистемы,запишем

[Em+W(−s)
′
][Em+W(s)]=Em+H

′
(−s)H(s).(3.8)

Полагаяs=jω,получимусловиеоптимальностивчастотной
форме

[Em+W(−jω)]
′
[Em+W(jω)]=Em+H

′
(−jω)H(jω).(3.9)

9394



Этоусловиевыполняетсядлявсехвещественныхωисвязывает
частотнуюпередаточнуюматрицуW(jω)оптимальнойсистемыс
параметрамифункционалаоптимизации.

Вслучаескалярногоуправления(m=1)уравнения(3.1),(3.2)
имеютвид

ẋ=Ax+bu,(3.10)

u=c
′
x,(3.11)

гдеu–скаляр,bиc–n-мерныевекторы-столбцы.
Передаточнаяфункцияэтойсистемы

w(s)=−c
′
(Es−A)

−1
b.(3.12)

Условиеоптимальности(3.9)принимаетвид

[1+w(−jω)][1+w(jω)]=1+

n∑

i=1

hi(−jω)hi(jω),(3.13)

гдеhi(jω),(i=1,n)–дробно-рациональныефункции,являющи-
есякомпонентамивектораH(Ejω−A)

−1
b.

3.1.2Коэффициентпередачиичастотасреза

Найдемсвязьмеждукоэффициентамифункционала

J=

∞∫

0

(n∑

i=1

qiix
2
i+u

2

)
dt,(3.14)

(гдедляпростотыQ=diag[q11,...,qnn],qii>0,i=1,n),в
смыслекоторогооптимальнасистема(3.10),(3.11),соднойстороны,
икоэффициентомпередачиkpичастотойсрезаωсрэтойсистемы
-сдругой.

Напомним,чтодлясистембезастатизма

kp=w(0),(3.15)

дляастатических

kp=lim
s→0

s
r
w(s),(3.16)

гдеr–порядокастатизма,ачастотасрезаопределяетсяравенством

∣∣
w(jωср)

∣∣
=1.(3.17)

Положимв(3.13)ω=0,иучитывая,чтообычноkp�1полу-
чимдлясистембезастатизма

k
2
p≈

n∑

i=1

h
2
i(0).(3.18)

Преобразуемэтовыражение.Посколькуврассматриваемомслу-
чае

H=diag[√q
11,...,√q

nn],

учитывая,чтокомпонентывектора(Es−A)
−1
bимеютвид

ρi(s)

D(s)

,гдеρi(s)–составляющиевектораρ(s)=(Es−A)b,а

D(s)=det(Es−A)=s
n

+dn−1s
n−1

+...+d1s+d0,

((Es−A)–присоединеннаяматрица),получим

n∑

i=1

hi(s)hi(−s)=

[n∑

i=1

qiiρi(s)ρi(−s)
]

1

D(s)D(−s)
.(3.19)

Такимобразом,соотношение(3.18)принимаетвид

k
2
p≈

n∑

i=1

qii
ρ
2
i(0)

d2
0

.(3.20)

Дляастатическихсистеманалогичное,ноужеточноесоотношение
следуетиз(3.19)послеегоумножениянаs

2r
приs→0:

k
2
p=

n∑

i=1

qii
ρ
2
i(0)

d2
r

.(3.21)

Частопосоображениямточностиработысистемычислоkpзада-
но.Тогдадляобеспечениязаданногокоэффициентапередачиразо-
мкнутойсистемынеобходимоопределятькоэффициентыфункцио-
нала(3.14)изравенств(3.20),(3.21),вкоторыхρi(0)(i=1,n)иd0

(либоdr)–известныечисла,определяемыепараметрамиобъекта
управления.
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Дляустановлениязависимостичастотысрезасистемы(3.10),
(3.11)отпараметровфункционала(3.14)введемврассмотрение
некоторуючастотуω

∗
ср,определяемуюравенством

n∑

i=1

qiiρi(−jω
∗
)ρi(jω

∗
ср)

D(−jω∗
ср)D(jω∗

ср)
=1,(3.22)

котороеэквивалентно

n∑

i=1

hi(−jω
∗
ср)hi(jω

∗
ср)=1.(3.23)

Крометого,запишемтождество(3.13)как

2Rew(jω)+w(−jω)w(jω)=

n∑

i=1

hi(−jω)hi(jω),(3.24)

либо

2a(ω)cosϕ(ω)+a
2
(ω)=

n∑

i=1

hi(−jω)hi(jω),(3.25)

где

a(ω)=|w(jω)|;ϕ(ω)=argw(jω).

Приω=ω
∗

тождество(3.25)принимает,сучетом(3.23),вид
2a(ω

∗
ср)cosϕ(ω

∗
ср)+a

2
(ω

∗
ср)=1,откудаследует

a(ω
∗
ср)=−cosϕ(ω

∗
ср)+

√
cos2ϕ(ω∗

ср)+1.(3.26)

Учитывая,что−1≤cosϕ(ω)≤1,получимграницыдлязначе-
нийамплитудно-частотнойхарактеристикиa(ω)оптимальнойси-
стемывточкеω

∗
:

0,4≤a(ω
∗
ср)≤2,4

∣∣
∣20lg(ω

∗
ср)
∣∣
∣≤8.(3.27)

Еслиполагатьнаклонлогарифмическойамплитудно-частотной
характеристики(ЛАЧХ)вокрестностиω

∗
срнеменее20дБ/дек,

тонетруднозаключить,чтоистиннаячастотасрезаωотличается
отω

∗
срнеболеечемна0,4декады(в2,5раза).

Такимобразом,есликоэффициентыqii(i=1,n)функционала
(3.14)выбратьтак,чтобыпризаданномω

∗
срвыполнялосьравен-

ство(3.22),точастотасрезаоптимальнойвсмыслетакогофункци-
оналасистемы(3.10),(3.11)будетотличатьсяотзаданнойнеболее
чемв2,5раза.

Пример.Рассмотримгирораму,описываемуюуравнениями

ẋ1=x2;ẋ2=a22x2+a23x3;ẋ3=a32x2+a33x3+b31u,(3.28)

ипустьтребуетсянайтизаконуправления

u=c1x1+c2x2+c3x3,(3.29)

прикоторомсистема(3.28),(3.29)имееткоэффициентпередачи
разомкнутойгирорамыичастотусреза,близкиекзаданным−k

∗
p,

ω
∗

.

Длярешенияэтойзадачибудемопределятьпараметрыci(i=
1,3)изусловияминимумафункционала

J=

∞∫

0

(
q11x

2
1+q22x

2
2+q33x

2
3+u

2)
dt,(3.30)

коэффициентыкоторогоопределяютсяизсоотношений(3.21),(3.22).
Длянахожденияфункцийρi(s)(i=1,3)вычислим

(Es−A)
−1
b=

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

s−10
0s−a22−a23

0−a32s−a33

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

−1∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

0
0
b31

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣=

1

D(s)

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

a23

a23s
s(s−a22)

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣b31,

(3.31)
гдеD(s)=s

3
−(a22+a33)s

2
+(a22a33−a32a23)s.

Такимобразом,

ρ1(s)=a23b31;ρ2(s)=a23b31s;ρ3(s)=s(s−a22)b31.

Подставляяэтивыраженияв(3.21),(3.22),получим

q11a
2
23b

2
31

(a22a33−a32a23)2=k
∗
p;(3.32)
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q11a
2
23b

2
31+q22ω

∗2
a
2
23b

2
31+q33ω

∗2(
ω
∗2

+a
2
22

)
b
2
31

D(−jω∗)D(jω∗)=1.(3.33)

Пустьпараметрыгирорамыимеютзначения(2.52),аk
∗
p=4·

10
2

,ω
∗

=100c
−1

.Задаваясьзначениемq33=5·10
9

,вычислимпо
формулам(3.32),(3.33)q11=1,6·10

12
,q22=3·10

8
.

РешаязадачуАКОРгирорамыприэтихзначенияхкоэффициен-
товфункционалаоптимизации(3.30),найдем

c1=−0,126·10
7
;c2=−0,44·10

4
;c3=−166·10

3
.

Передаточнаяфункцияразомкнутойгирорамы

w(s)=−

3∑

i=1

ciρi(s)

D(s)
=−

a23b31

[
c1+

(
c2−c3

a22

a23

)
s+

c3
a23

s
2

]

s3−(a22+a33)s2+(a22a23−a32a23)s
=

=
0,126·10

7
(0,92·10

−4
s
2
+3,1·10

−2
s+1)

s(s2+301s+3,3·103).

(3.34)
Нарис.3.1приведенаамплитудно-частотнаяхарактеристикаразо-

мкнутойгирорамы,изкоторойследует,чтотребованиякkpиω
выполняются.

Рис.3.1

3.1.3Запасыустойчивостисистемсоскалярнымуправле-

нием

Исследуемчастотныесвойствасистемы(3.10),(3.11)соскалярным
управлениемоптимальнойвсмыслефункционала(3.14).Дляобщ-
ностибудемполагать,чтовэтомфункционалечастькоэффициен-
товqiiравнанулю,однако,требованиеполнойуправляемостипары
(A

′
,H

′
)выполняется.

Оказывается,длячастотныхпоказателейкачества(запасаустой-
чивостипофазеϕз,запасаустойчивостипомодулюLипока-
зателяколебательностиM)оптимальныхсистемможноуказать
ихграницы,независящиеотвыборакоэффициентовфункционала
(3.14).

Утверждение.Запасыустойчивостиипоказательколеба-
тельностиоптимальной,всмыслефункционала(3.3),системы
(3.10),(3.11)соскалярнымуправлениемудовлетворяютнера-
венствам

ϕз≥60
◦
,L≥2,M≤2,(3.35)

аеерадиусзапасовустойчивости

r=1.(3.36)

Доказательствоутвержденияопираетсянатождество(3.13).
Учитывая,что

n∑

i=1

hi(−jω)hi(jω)≥0,(3.37)

запишемнаоснове(3.13)

[1+Rew(jω)]
2
+Im

2
w(jω)≥1.(3.38)

Изэтогонеравенстваследуетвыражение(3.36)утверждения.

Равенству[1+Rew(jω)]
2

+Im
2
w(jω)=1соответствуетв

плоскостигодографаамплитудно-фазовойхарактеристики(АФЧХ)
окружностьединичногорадиусасцентромвточкеRew(jω)=−1,
Imw(jω)=0.Этаокружностьпоказананарис.3.2.Неравенство
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(3.38)означает,чтогодографАФЧХоптимальнойсистемынепере-
секаетзоны(этозапретнаязонанарис.3.2заштрихована),ограни-
ченнойокружностьюединичногорадиусасцентромвточке(−1,j0)
.

Рис.3.2

Опираясьнатакуюгеометрическуюинтерпретациюусловияопти-
мальностивчастотнойформе(3.13)инеравенства(3.37),нетрудно
доказатьсоотношения(3.35)дляграницчастотныхпоказателейка-
чества.

Действительно,пересечениезапретнойзоныскругомединичного
радиусасцентромвначалекоординатобразуетсегмент,вкоторый
вписываютсядваравностороннихтреугольникаO1OK1,O1OK
(сторонамиэтихтреугольниковявляютсярадиусыпересекающихся
окружностей),которыеопираютсянадугу,отмеченнуюнарисунке
крестиками,апоэтомууголOKK1равен120

◦
.Этоозначает,что

запаспофазеϕз≥60
◦

.

Переходяковторомуизнеравенств(??),отметим,чтоотрезокве-
щественнойоси[−2,0],отмеченныйнарисункекрестиками,нахо-
дитсявнутризапретнойзоны.Этоозначает,чтозапасустойчивости
помодулюдляоптимальныхсистемсАФЧХвторогороданеменее
двух,асАФЧХпервогорода-бесконечновелик.Последнееследует
изтого,чтоучасток[−1,0]вещественнойосинеможетпересекать-
сяАФЧХоптимальнойсистемы.

Границапоказателяколебательностиоптимальныхсистемнахо-
дитсяследующимобразом.Нарис.3.2штрих-пунктирнойлинией

нанесенаокружностьрадиусаr=
M

(M2−1)
=0,66сцентромв

точке(−a,j0),гдеa=
M

2

(M2−1)
=1,3.Этаокружностьсоставля-

етгеометрическоеместоточек,запретныхдляАФЧХспоказателем
колебательностиM=2.Таккакэтаокружностьнаходитсявнутри
запретнойзоны,касаясьграницыэтойзоныизнутри,тоM≤2и,
такимобразом,утверждениедоказано.

Отметим,чтодоказательствоопиралосьнанеравенство(3.38),
котороенесодержиткоэффициентовфункционалаоптимизации.
Правда,приэтомтребуется,чтобыqii≥0(i=1,n),таккакв
этомслучаевыполняется(3.37),поэтомуграницы(??)независятот
выбораэтихкоэффициентов,итакимобразом,утверждениедоказа-
но.

Пример(продолжение).Определимзапасыустойчивостиипока-
зательколебательностигирорамысзакономуправления,получен-
нымвыше.Передаточнаяфункциягирорамывразомкнутомсосто-
янииопределяетсявыражением(3.34).Нарис.3.1приведенылога-
рифмическаяамплитудно-частотнаяхарактеристика−20lga(ω)и
функцияϕ

∗
(ω)=180+ϕ(ω)(гдеϕ(ω)–фазочастотнаяхаракте-

ристика),соответствующиепередаточнойфункции(3.34).Нетрудно
видеть,чтоϕз=80

◦
,L→∞.Наэтомжерисункеприведенгра-

фик

M(ω)=|w(jω)|
|1+w(jω)|

,

изкоторогоследует,чтопоказательколебательности

M=max
0≤ω≤∞

M(ω)=1,1.

Примечание.Вболееобщемслучаефункционал(3.14)содержит
произведенияпеременныхxiиu:

J=

∞∫

0

(n∑

i=1

qiix
2
i+2

(n∑

i=1

lixi

)
u+u

2

)
dt.

Вматричнойформеонпринимаетвид
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J=

∞∫

0

(x
′
Qx+2(l

′
x)u+u

2
)dt,(3.39)

гдеl–n-мерныйвектор.
Пустьвыполненоусловиенеотрицательностиподынтегральной

квадратичнойформыn+1переменногоQ−ll
′
≥0.Вводяновые

переменныеu=u+l
′
x,Q=Q+ll

′
нетруднопривестифункцио-

нал(3.39)кформе(3.14)ииспользоватьпроцедуруАКОР.Однако
длячастотныхпоказателейкачествасистем,оптимальныхвсмыс-
лефункционала(3.39),уженельзяуказатьграниц(??).Болеето-
го,в[2.22]показано,чтодлялюбой(втомчислеискольугодно
"плохой"почастотнымпоказателям)системы(3.10),(3.11)можно
построитьнеотрицательныйфункционалвида(3.39),всмыслекото-
рогоэтасистемаявляетсяоптимальной.

3.1.4Запасыустойчивостиоптимальныхсистемсвектор-

нымуправлением

Рассмотримприведеннуюнарис.3.3структурнуюсхемусистемы
(3.1),(3.2),разомкнутуюпоν-мувходуобъекта.

Рис.3.3
Послеразмыканиясистемыпоν-мувходуобъектаподадимна

этотвходвоздействиеvν=−1·sinωt.Приизменениичастотыэтого
воздействиявыходнаякоординатаν-горегуляторабудетизменять-
сяпозакону

uν=aν(ω)sin[ωt+ϕν(ω)].(3.40)

Функцииaν(ω)иϕν(ω)называютсяамплитудно-частотнойи
фазо-частотнойхарактеристикамимногомернойсистемы,разомкну-
тойпоν-мувходуобъекта.

Описаннуюоперациюможноповторитьдлякаждогоизвходов
объекта,итакимобразомрассматриваемаямногомернаясистема
будетхарактеризоваться2mчастотнымихарактеристикамиai(ω)
ϕi(ω),(i=1,m).

Используяэтихарактеристики,запасыустойчивостимногомерной
системы(3.1),(3.2),определяютсяследующимобразом

ϕз=min{ϕз1,...,ϕзm};L=min{L1,...,Lm};
M=max{M1,...,Mm},

(3.41)

гдеϕзi,Li,Mi(i=1,m)определяются,какивслучаеска-
лярногоуправления,выражениями

ϕзi=π+ϕi(ωiср);Li=min

{
ai1(ωj1)

1

a(ωj2)

}
;

M=max
0≤ω≤∞

ai(ω)
∣∣
1+ai(ω)ejϕ(ω)∣∣,

(3.42)

аωiср,ωi1,ωi2находятсяизсоотношений

ai(ωiср)=1;ωi1={ωi1:ϕ(ωi1)=−π;ai(ωi1>1};
ωi2={ωi2:ϕ(ωi2)=−π;ai(ωi2<1}(i=1,m).

Отметим,чтовведенноепонятиеобамплитудно-частотныхи
фазо-частотныххарактеристикахразомкнутойсистемыпоν-му
входуобъектамногомернойсистемыбазировалосьнамыслимомфи-
зическомэксперименте,который,можетбыть,инельзяосуществить
вдействительностивсилу,например,неустойчивости"объектаза-
мкнутогоm−1регуляторами.

Радиусзапасовустойчивостиопределяетсякакнаибольшеезначе-
ниечислаr,прикоторомвыполняетсянеравенство

[Em+W(−jω)
′
][Em+W(−jω)]≥Emr.(3.43)
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УтверждениеЗапасыустойчивостиипоказательколеба-
тельностиоптимальной,всмыслефункционала(3.3),много-
мернойсистемы(3.1),(3.2)удовлетворяютнеравенствам

ϕз≥60
◦
,L≥2,M≤2,(3.44)

аеерадиусеезапасовустойчивости

r=1.(3.45)

Доказательствонеравенств(3.44)полученовработах[3.4],[3.5],ара-
венство(3.45)следуетизусловия(3.8)оптимальностивчастотной
формеиопределения(3.43).

Заметим,чтов[3.6]построенпример,показывающий,чтоэто
утверждениенесправедливо,еслиопределятьзапасыустойчивости,
размыкаясистемуповходамрегулятора.Методпостроениярегуля-
тора,обеспечивающегозапасыустойчивостиприразмыканиикакпо
входамобъектатакирегулятора,предложенвработах[3.7],[3.8]

3.2Синтезрегулятора

3.2.1Объектсвозмущением,суммируемымсуправлением

Постановказадачи

Пустьимеетсяобъект,описываемыйуравнением,котороеназыва-
етсяуравнениемсвозмущением,суммируемымсуправлением.

ẋ=Ax+B(u+f),θ=Nx(3.46)

Компонентыm-мерноговекторавозмущенийf(t)являются
следующимиполигармоническимифункциями

fi(t)=

p∑

k=1

fiksin(ωkt+ψik)(i=1,m)(3.47)

Амплитудыfikифазыψik(i=1,m,k=1,p),атакжеча-
стотыωk(k=1,p)гармоникнеизвестны.Однакоизвестно,что
амплитудыгармоникподчиненыусловию

p∑

k=1

f
2
ik≤f

∗2
i(i=1,m),(3.48)

гдеp–известноечислогармоник,f
∗
i(i=1,µ)–заданныечисла.

ТребуетсянайтиматрицуCрегулятора

u=C
′
x.(3.49)

такую,чтобысистема(3.46),(3.49)удовлетворялатребованиям:к
точности

θi,уст≤θ
∗
i,i=1,m,(3.50)

временирегулирования

ttr≤t
∗
tr(3.51)

изапасамустойчивости.

Здесьθi,уст–установившиесяошибкипорегулируемымперемен-
ным,определяемыекак

θi,уст=lim
t→∞

sup|θi(t)|,i=1,m,(3.52)

аθ
∗
i(i=1,m)иt

∗
tr–заданныечисла.

ОбеспечениеточностиигрубостиДлярешениязадачипри-
менимпроцедуруАКОР,вкоторойвкачествефункционалаопти-
мизациипримемследующий

J=

∞∫

0

(θ
′
Q0θ+u

′
u)dt,(3.53)

гдеQ0=diag‖q
0
11,...,q

0
mm‖–диагональнаяматрицасположитель-

нымикоэффициентами(q
0
ii>0,(i=1,m).

ВэтомслучаематрицаQвуравненияхРиккати(2.22)имеетвид
Q=N

′
Q0N.
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Утверждение.Дляпостроениярегулятора(3.49),обеспечи-
вающеевыполнениетребованийкточности(3.50)приполигар-
моническомвозмущении(3.47)достаточноиспользоватьпро-
цедуру2.1.2АКОРдляобъекта(3.1)ифункционала(3.53),с
коэффициентами,удовлетворяющиминеравенствам

q
0
ii≥

p

m∑

k=1

f
∗2
k

θ∗2
i

(i=1,m)(3.54)

Доказательствоутвержденияприведенов[3.13].
Запасыустойчивостиудовлетворяютпопостроениюсистемынера-

венствам(3.44)(3.45)посвойствупроцедурыАКОР.
Всвязистребованием(4.83)квременирегулированиярассмотрим

передаточнуюматрицуобъектапорегулируемойпеременной

W0(s)=N(Es−A)
−1
B,

определителькоторойзаписывается[2.10]как:

det[W0(s)]=α

∏β
i=1(s−νi)

∏n
i=1(s−si)

,α6=0.(3.55)

Еслидлякорнейνi(i=1,β)выполняетсяусловие

min
1≤i≤β|Reνi|≥(t

∗
tr)

−1
,(3.56)

то,всоответствиис[2.10],всегданайдутсядостаточнобольшиечис-
лаq

0
iii=1,m,прикоторыхсистемаудовлетворяеттребованию

квременирегулирования.

3.2.2Объектобщеговида

Рассмотримобъект,описываемыйуравнениямиобщеговида

ẋ=Ax+Bu+Ψf,θ=Nx,(3.57)

вкоторых,какиранее,компонентывнешнеговозмущенияf(t)яв-
ляютсяполигармоническимифункциями(3.47),(3.48),числокото-
рыхmuможетнесовпадатьсm,аразмерностьвекторарегули-
руемыхпеременныхθ,обозначаемаякакm1,можетнесовпадать

сразмерностьюmвекторауправлений.Пустьобъектзамкнутргу-
лятором

u=C
′
x.(3.58)

Радиусомустановившихсясостоянийсистемы(3.57),(3.58)будем
называтьвеличину

r
2
st=

m1 ∑

i=1

(
θi,уст

θ∗
i

)+

m∑

i=1

(
ui,уст

u∗
i

),(3.59)

где
ui,уст=limt→∞sup|ui(t)|,i=1,m,
θi,уст=limt→∞sup|θi(t)|,i=1,m1,

(3.60)

θ
∗
i,(i=1,m1)иu

∗
i,(i=1,m)–заданныечисла.

Задачасостоитвтом,чтобыдлязаданногочислаνнайтирегу-
лятор(3.58)такой,чтобывыполнялосьусловие

r
2
st≤ν

2
.(3.61)

Еслитакогорегуляторанесуществует,тогдаищетсярегулятор,обес-
печивающийминимальновозможноечислоν=ν

∗
,длякоторого

требование(4.81)выполняется.
ДлярешениязадачииспользуемH∞–оптимизацию,вкоторойв

качествефункционалапримемследующий

J=

∞∫

0

(
θ
T
Q0θ+u

T
Ru−γ

2
f
T
f
)
dt,(3.62)

гдеQ0=diag‖q
0
11,...,q

0
m1m1‖R=diag‖r

0
11,...,r

0
m1m1‖–диаго-

нальныематрицысположительнымикоэффициентами.
Искомоеуправлениеимеетвид,аналогичный(2.180)(2.182):

u=C
T
x,C

T
=−R

−1
B
T
P,(3.63)

гдеположительно-определенаяматрицаPявляетсярешением
следующегоуравненияРиккати

PA+A
T
P−PBR

−1
B
T
P+γ

−2
PΨΨ

T
P+N

T
Q0N=0.(3.64)
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Утверждение.Есликоэффициентыфункционала(3.62)удо-
влетворяютусловиям

q
0
ii≥

p||f
∗
||

2

(θ∗
i)2,i=1,m1,rii≥

p||f
∗
||

2

(u∗
i)2,i=1,m,(3.65)

(где||f
∗
||=

√
f∗2
1+,...,+f∗2

µ),торадиусустановившегосясо-
стояния

r
2
st≤γ

2

.
Этоозначает,чточислоν

∗
=γ

∗
–минимальномузначениюγ,

прикоторомсуществуетрешениеP≥0.

Доказательствоутвержденияприведенов[4.10].

3.2.3Программноеобеспечение

СистемаГАММА:директиваD441(Точноеуправлениеобъектом
первоговида).

3.3Комментарии

Смоментапоявления,LQ-оптимизацияпривлеклавниманиеспе-
циалистовпоавтоматическомууправлениюкаксредствосинтеза
стабилизирующихрегуляторов(регуляторов,обеспечивающихлишь
устойчивостьсистемы).Этобыловызванотем,что,несмотрянаряд
работпоразвитиюметодаЛАЧХдлямногомерногослучая,оноста-
валсяпригоднымлишьдляодномерныхобъектов,авпрактикевсе
большийибольшийинтереспредставлялоуправлениемногомерны-
миобъектами.

ДлявозможностипримененияLQ-оптимизациидлясинтезапо
показателямточностиикачествапоявилисьработыпоисследова-
ниюсвойствLQ-оптимальныхсистемирешениюпроблемывыбора
коэффициентовфункционалапозаданнымтребованиямкустано-
вившейсяошибкеивременирегулирования.

ВначалебылаисследованагрубостьLQ-оптимальныхсистем.
Вработах[3.2],[3.3]былопоказано,чтоLQ-оптимальнаясисте-
масоскалярнымуправлениемявляетсягрубой(утверждение3.1.3).
Аналогичныйрезультатбылполученв[3.4],[3.5]длявекторного

управления(утверждение3.1.4).Следуетотметить,в[3.5]запасы
устойчивостиопределяются,вотличиеотвыражений(3.41),(3.42),
спомощьювозмущенныхпередаточныхматриц,аналогичных(1.54)
водномерномслучае,итакоеопределениеврядеслучаевявляется
болеесодержательным.

Затемрешаласьпроблемавыборакоэффициентовфункционала
оптимизациипозаданнымдопускамнаустановившиесяошибкидля
объекта(3.46)свозмущениемсуммируемымсуправлением.Дляко-
эффициентовфункционалабылиполученыприp=1неравенства
(??)утверждения3.2.1дляступенчатых[3.9]иодночастотныхгар-
монических[?]внешнихвозмущений,адляполигармоническихвоз-
мущений,когдаp>1,в[3.13].Дляобъектовобщеговида(3.65)в
[3.15]полученыусловия,прикоторыхможнопостроитьрегулятор
посостоянию,обеспечивающийскольугодномалыеустановившиеся
ошибкиприступенчатомвнешнемвозмущении.Дляэтоговидавоз-
мущенийв[3.16]исследованыпредельныевозможностирегуляторов
дискретныхобъектов.
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4Аналитическийсинтезрегуляторовпо

выходу

4.1Наблюдение(восстановление)векторасостоя-

ния

4.1.1Задачанаблюдения

Рассмотримобъектуправления,описываемыйуравнением

ẋ=A(t)x+B(t)u,x(t0)=x
(0)
,(4.1)

ипустьврезультатесинтезаполученоуправлениепосостоянию

u=C
′
(t)x.(4.2)

Реализацияэтогоуправлениязатрудненатем,чтоневсепере-
менныесостоянияобъектадоступнынепосредственномуизмерению,
аможноизмеритьлишькомпонентынекоторогоr-мерноговектора
y,связанныеспеременнымисостояниясоотношением

y=D(t)x.(4.3)

Всвязисэтимвозникаетзадачавосстановления(наблюдения,
оценки)вектораx(t)порезультатамизмеренияy(t)наинтервале
[t0,t].Послетогокаквекторсостояниявосстановлен,можнореа-
лизоватьуправление(4.2),заменяявнемдействительноесостояние
восстановленнымвекторомсостояния.

4.1.2Уравнениенаблюдателя

Будемназыватьнаблюдателемфизическоеустройство,навходко-
торогоподаютсявекторуправленияu(t)иизмеряемыйвекторy(t)
,аеговыходамислужитоценкавекторасостоянияобъекта.

Простейшийнаблюдательнеиспользуетвекторy(t)ионописы-
ваетсяуравнениеммоделиобъекта.

˙̂x=A(t)x̂+B(t)u,x̂(t0)=x̂
(0)
,(4.4)

гдеx̂(t)–n-мерныйвекторсостояния(выхода)наблюдателя,x̂
(0)

–начальноесостояниенаблюдателя.

Еслиначальноесостояниеобъектаизвестно,топринимаяx̂
(0)

=
x

(0)
,получимсовпадающиерешенияуравнений(4.4)и(4.1),исле-

довательно,наблюдательточновосстанавливаетвекторсостояния
объекта.

Начальноесостояниеобъектаобычнонеизвестно,ипоэтомуx̂
(0)

6=
x

(0)
.Тогдавозникаетошибкавосстановленияe=x−x̂.Онаудо-

влетворяетуравнению

ė=A(t)e,e(t0)=x
(0)

−x̂
(0)
,(4.5)

котороеполучается,еслиизуравнения(4.1)вычестьуравнение(4.4).

Еслиобъектуправленияасимптотическиустойчив,тоошибкавос-
становленияобладаетсвойствомlim

t→∞
e(t)=0иследовательно,вы-

ходнаблюдателябудетстечениемвремениприближатьсяквектору
состоянияобъекта.

Еслиобъектуправлениянеустойчив,топрименяетсянаблюда-
тель,описываемыйуравнением

ẋ=A(t)x̂+K(t)[y−D(t)x̂]+B(t)u,x̂(t0)=x̂
(0)
,(4.6)

гдеK(t)–некотораяматрицаразмеровn×r,называемаямат-
рицейкоэффициентовусилениянаблюдателя.

Вэтомнаблюдателесравниваетсяизмеренноезначениевектора
yсвосстановленнымзначениемD(t)x̂.Этакоррекцияпоошибке
восстановленияусиливаетсяматрицейK(t).ПриK(t)=0наблю-
датель(4.6)совпадаетспростейшим.

Запишемуравнениенаблюдателяввиде

˙̂x=[A(t)−K(t)D(t)]x̂+K(t)y+B(t)u,(4.7)

изкоторогоследует,чтовходомнаблюдателяявляетсявекторуправ-
ленияивекторизмеряемыхпеременных,апереходныепроцессы
определяютсяматрицей[A(t)−K(t)D(t)]ипоэтомуматрицаK(t)
должнавыбиратьсяизусловияасимптотическойустойчивостина-
блюдателя.

Вычитаяуравнения(4.1)и(4.6),получимследующееуравнение
дляошибкивосстановления

ė=[A(t)−K(t)D(t)]e;e(t0)=x
(0)

−x̂
(0)
.(4.8)
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ЕслисуществуетматрицаK(t)наблюдателя,такая,чтонаблюда-
тельасимптотическиустойчив,тоошибкавосстановленияобладает
свойствомlim

t→0
e(t)=0.

СуществуетнесколькометодовпостроенияматрицыK(t),при
которойнаблюдательасимптотическиустойчив.

Рассмотримдватакихметодадлястационарногообъекта

ẋ=Ax+Bu,y=Dx,(4.9)

снаблюдателем(4.6)

˙̂x=Ax̂+K[y−Dx]+Bu,x̂(t0)=x̂
(0)
,(4.10)

гдеK–матрицачисел.

4.1.3ПостроениенаблюдателянаосновеуравненияРик-

кати

Характеристическийполиномнаблюдателя(4.10)имеетвид

Dн(s)=det‖Es−A+KD‖.(4.11)

Задачасостоитвтом,чтобыпостроитьматрицуKтак,что-
быкорниэтогополиномаимелиотрицательныевещественныеча-
сти.Сведемэтузадачукспециальнымобразомпостроеннойзадаче
АКОР.

Всвязисэтимзапишемполином(4.11)как

Dн(s)=det||Es−A
′
+D

′
K

′
||(4.12)

исформируемвспомогательную"систему"управлениясэтимхарак-
теристическимполиномом

µ̇=A
′
µ+D

′
u,(4.13)

u=−K
′
µ,(4.14)

гдеµ(t)–n-мерныйвекторсостояния"системы".Эта"систе-
ма"выражаетдвойственностьзадачуправленияинаблюдения.Она
совпадаетссистемой(2.8),(2.9),еслиположитьA=A

′
,B=

D
′
,C=−K.

УравнениеРиккати(2.22)дляэтойсистемыимеетвид

PcA
′
+APc−PcD

′
DPc+Qc=0(4.15)

гдеQc–заданнаяположительно-определеннаяматрица,Pc–ис-
комаяматрицаразмеровn×n.

Решаяэтоуравнение,найдемположительноопределеннуюматри-

цуP
(0)
cивсоответствиис(2.23)сформируемискомуюматрицу

K=P
(0)
cD

′
.(4.16)

4.1.4Построениенаблюдателянаосновемодального

управления

ЕслиприпостроенииматрицыKтребуетсянечтобольшее,чем
асимптотическаяустойчивость,аименно,требуетсянайтитакую
матрицуK,чтобыкорнямихарактеристическогополиноманаблю-
дателяDн(s)являлисьзаданныечислаλн

1,...,λн
n(Reλн

i<0,
i=1,n).Последнееозначает,чтоматрицаKдолжнаудовлетво-
рятьследующемутождествупоs

Dн(s)=det||Es−A+KD||=

n∏

i=1

(
s−λн

i

)
.(4.17)

ДляпостроениятакойматрицыKвоспользуемсядвойственно-
стьюзадачуправленияинаблюдения,выраженнойсистемой(4.13),
(4.14),ипримениммодальноеуправление.

ДляпостроенияматрицыK,заменимвуравнении(2.105)мат-
рицыAиBматрицамиA

′
иD

′
и,полагаяλi=λн

ii=1,n),
найдемматрицуC

′
;тогдаискомаяматрицанаблюдателя

K=−C(4.18)

Пример.Определениематрицынаблюдателягирорамы.
Уравнениянаблюдателяполногопорядкадляпеременныхсостояния
гирорамы,описываемойуравнениями(2.29),имеютвсоответствии
с(4.10)вид:

˙̂x1=x̂1+k11(y−x̂1);(4.19)

˙̂x2=a22x̂2+a23x̂3+k21(y−x̂1);(4.20)
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˙̂x3=a32x̂2+a33x̂3+k31(y−x̂1)+b31u.(4.21)

Неизвестныепараметрыk11,k21,k31определимтак,чтобы
корнихарактеристическогоуравнениянаблюдателяимелинаперед
заданныезначенияλн

1,λн
2,λн

3.
Всвязисэтимсформулируемзадачумодальногоуправления:для

"объекта"

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

ẋ1

ẋ2

ẋ3

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣=

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

000
1a22a32

0a23a33

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

x1

x2

x3

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣+

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

1
0
0

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣u(4.22)

найти"управление"

u=c1x1+c2x2+c3x3,(4.23)

прикоторомхарактеристическийполиномсистемы(4.22),(4.23)име-
етвид

D
∗
(s)=s

3
+d

∗
2s

2
+d

∗
1s+d

∗
0,(4.24)

где

d
∗
2=−λн

1−λн
2−λн

3;d
∗
1=λн

1λн
2+λн

1λн
3+λн

2λн
3;d

∗
0=−λн

1λн
2λн

3.(4.25)

Всоответствииспервойоперациейпроцедуры2.2.2построения
модальногоуправленияформируемматрицу

Ψy=

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

001
01−d2

1−d2−d1+d
2
2

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

100
01a22

00a23

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

−1

,(4.26)

гдеd0,d1,d2–коэффициентыхарактеристическогоуравнения
объекта

D(s)=det

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

s00
−1s−a22−a32

0−a23s−a33

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣=s[(s−a22)(s−a33)−a32a23]=s

3
+d2s

2
+d1s,

(4.27)
где

d2=−a22−a33;d1=a22a33−a32a33.

Втораяоперацияприводиткзначениям

−č1=d
∗
0;−č2=d

∗
1−d1;−č3=d

∗
2−d2.(4.28)

Используязатемпреобразование(2.118)сматрицей(4.26),полу-
чимзначенияci(i=1,2,3),тогдаискомые

ki1=−ci(i=1,2,3).(4.29)

4.1.5Структурасистемыснаблюдателем

Возвращаяськрассмотрениюсистемы(4.1),(4.2),реализациязако-
науправления(4.2)которойзатрудненатем,чтоневсепеременные
состояниядоступнынепосредственномуизмерению,отметим,чтов
этомслучаеестественноиспользоватьнаблюдатель(4.6),азатем
воспользоватьсязакономуправления(4.2)применительноквосста-
новленномусостоянию.

Полученнаятакимобразомсистемаописываетсяуравнениями:

ẋ=A(t)x+B(t)u,y=D(t)x;(4.30)

˙̂x=[A(t)−K(t)D(t)]x̂+K(t)y+B(t)u;(4.31)

û=C
′
(t)x̂.(4.32)

Нарис.4.1приведенаструктурнаясхемасистемыснаблюдателем,
построеннаянаосновеуравнений(4.30)-(4.32).
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Рис.4.1
Исследуемустойчивостьсистемы(4.30)-(4.32).Осуществимэкви-

валентныепреобразованияэтойсистемы.Вычитаяизпервогоурав-
нениясистемыуравнение(4.31)изаменяяx−x̂=e,получимпосле
подстановки(4.32)в(4.30)уравнения:

ė=[A(t)+K(t)D(t)]e;e(t0)=x(t0)−x̂(t0);(4.33)

ẋ=[A(t)+B(t)C
′
(t)]x−B(t)C

′
(t)e;x(t0)=x

(0)
.(4.34)

ЕслиматрицакоэффициентовусилениянаблюдателяK(t)вы-
бранатак,чтонаблюдатель(4.31)асимптотическиустойчивпри
y(t)=u(t)=0,торешениеуравнения(4.33)e(t)→0приt1→∞
независимоотначальногосостоянияe(t0).

ПустьматрицыB(t)иC
′
(t),входящиевуравнение(4.34),огра-

ниченыиe(t)→∞приt→∞,тогдаx(t)→0,еслиасимптоти-
ческиустойчивасистема

ẋ=[A(t)+B(t)C
′
(t)]x.(4.35)

Встационарномслучаесистема(4.30)–(4.32)имеетвид

ẋ=Ax+Bu,y=Dx;(4.36)

˙̂x=[A−KD]x̂+Ky+Bu;(4.37)

u=C
′
x̂.(4.38)

Эквивалентнаяейсистема,аналогично(4.33),(4.34),записывается
как

ė=[A−KD]e;ẋ=[A+BC
′
]x−BC

′
e.(4.39)

Характеристическийполиномсистемы(4.39)

D(s)=det

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣E(s)−A+KD0

BC
′

Es−A−BC
′

∣∣
∣∣
∣∣
∣∣=

=det(Es−A+KD)det(Es−A−BC
′
).

(4.40)

Изэтоговыраженияследует,чтокорнихарактеристическогопо-
линомаоптимальнойсистемыснаблюдателемсостоятизкорней
характеристическогополиномаDu(s)=det(Es−A−BC

′
)опти-

мальнойсистемы(укоторойвсепеременныесостояниядоступны
непосредственномуизмерению)икорнейхарактеристическогопо-
линомаDн(s)=det(E−A+KD)наблюдателя.Такимобразом,
можнопроизводитьраздельноепостроениезаконауправленияина-
блюдателя.

Пример.Гирорамаснаблюдателем.Рассмотримприf1=0
гирораму(2.29)соптимальнымвсмыслефункционала(2.31)управ-
лением(2.30)Всвязистемчтонепосредственномуизмерениюдо-
ступналишьоднапеременнаясостоянияx1,воспользуемсядлявос-
становленияостальныхнеизмеряемыхпеременныхсостояниянаблю-
дателем(4.19)-(4.21)Тогдагирорамаснаблюдателембудетописы-
ватьсяуравнениями

ẋ1=x2;ẋ2=a22x2+a23x3;ẋ3=a32x2+a33x3+b31u,(4.41)

u=c1x̂1+c2x̂2+c3x̂3;(4.42)

˙̂x1=x̂1+k11(y−x̂1);˙̂x2=a22x̂2+a23x̂3+k21(y−x̂1);(4.43)

x̂3=a32x̂2+a33x̂3+k31(y−x̂1)b31u;(4.44)

вкоторых(4.42)–уравнениерегулятора,параметрыкоторогоc1,
c2,c3определяютсярешениемзадачиобоптимальномуправлении,
описаннымвпримере2.1.2,апараметрыk11,k21,k31находят-
сяврезультатепостроениянаблюдателя,рассмотренноговпримере
4.1.4.

Характеристическийполиномсистемы(4.41),(4.42),еслиполо-
житьв(2.30)x̌i=xi(i=1,2,3)имеетвид

du(s)=det

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

s−10
0s−a22−a23

−b31c1−a32−b31c2s−a33−b31c3

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣=

=s[(s−a22)(s−a33−b31c3)−a23(a32+b31c2)]−b31c1a23.

(4.45)
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Всоответствиис(4.24)характеристическийполиномнаблюдателя

dн(s)=s
3
+d

∗
2s

2
+d

∗
1s+d

∗
0,(4.46)

ахарактеристическийполиномсистемы(4.41)...(4.44)

D(s)=du(s)dн(s).(4.47)

4.1.6Возможнаянегрубостьсистемыснаблюдателем

Исследуемзапасыустойчивостисистемы(4.36)–(4.38)ипокажем,
чтоонимогутбытьнедопустимомалыми

Исключаявекторсостояниярегулятораx̂,запишемегоуравне-
ниякак

u=C
′
(Es−A+KD)

−1
[Ky+Bu]

или

[
E−C

′
(Es−A+KD)

−1
B
]
u=C

′
(Es−A+KD)

−1
Ky.(4.48)

Сформируемпередаточнуюматрицу−Wн(s)системы(4.36),
(4.48)вразомкнутом(навходеобъекта)состоянии.Дляэтогозаме-
нимвекторвходаобъектананекоторыйвектор−r(u=−r,что
означаетразмыканиесистемынавходеобъекта,изапишемматрицу,
связывающуювыходрегулятораuсвекторомr.Тогдаполучим

Wн(s)=−
[
E−C

′
(Es−A+KD)

−1
B
]−1

.

C
′
(Es−A+KD)

−1
KD(Es−A)

−1
B.

(4.49)

Ограничиваясьдалее,дляпростоты,случаемскалярногоуправле-
ния(m=1),запишемпередаточнуюфункцию

wн(s)=−
c
′
(Es−A+KD)

−1
KD(Es−A)

−1
b

1−c′(Es−A+KD)
−1
b

(4.50)

Еёможнопредставитькак

wн(s)=
c
′(

˜Es−A
)
bdн(s)+c

′(
˜ Es−A+KD

)
bd(s)

d(s)dн(s)−c′
(

˜ Es−A+KD
)
bd(s)

,(4.51)

гдесимвол˜означаетприсоединеннуюматрицу,d(s)и
dн(s)–характеристическиеполиномыобъектаинаблюдателя.

Действительно,представляяматрицувчислителепередаточной
функции(4.50)как

(Es−A+KD)
−1
KD(Es−A)

−1
=(Es−A+KD)

−1
(−A+KD)(Es−A)

−1
+

+(Es−A+KD)
−1
A(Es−A)

−1

иучитывая,чтодлялюбойквадратнойматрицыMочевиднытож-
дества

(Es−M)
−1
M=s(Es−M)

−1
−E,M(Es−M)

−1
=(Es−M)

−1
s−E,

получимвыражение

(Es−A+KD)
−1
KD(Es−A)

−1
=(Es−A)

−1
−(Es−A+KD)

−1
,

изкоторогоследуетпередаточнаяфункция(4.51).
Нетрудновидеть,чтоеёчислительизнаменательсодержатоди-

наковыеполиномыρ(s)=c
′(

˜ Es−A+KD
)
bd(s),которыевзаим-

носокращаютсявхарактеристическомполиномесистемыD(s)= [
d(s)−c

′(
˜Es−A

)
b
]
dн(s)+ρ(s)−ρ(s).

Есликоэффициентыобъектаотличаютсяотрасчетных,полино-
мыρ(s)вчмслителеизнаменателеразличаются.Так,вчастности,
векторb,входящийвполиномчислителяотноситсякобъекту,а
векторbвзнаменателеформируетсявустройственаблюдения.

Взаимноеуничтожениеполиномовприпостроениихарактеристи-
ческогополиномаявляется(прибольшихзначенияхкоэффициентов
полиномаρ(s))признаковмалыхзапасовустойчивостипофазеи
модулю.

4.1.7Построениегрубыхсистемснаблюдателем.

Есливекторсостоянияобъектаизмеряется,торегулятор,построен-
ныйспомощьюпроцедурыАКОРобеспечиваетгрубостьсистемы.

Передаточнаяматрицаразомкнутой(повходуобъекта)такойоп-
тимальнойсистемыимеетвид
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W(s)=−C
′
(Es−A)

−1
B.(4.52)

Всвязисвозможнойнегрубостьютакойсистемыснаблюдателем
возникаетвопрос:нельзяливыбратьматрицуKнаблюдателятак,
чтобыпередаточнаяфункциясистемыснаблюдателембылаблизка
кеёпередаточнойматрицебезнаблюдателя:

Wн(s)∼=W(s).(4.53)

Оказывается,чтодляминимально-фазовыхобъектовэтовозмож-
но.

Объект(4.36)приr=mназываетсяминимально-фазовым,ес-

ликорниполиномаdetD
(
˜Es−A

)
Bимеютотрицательныевеще-

ственныечасти.
БудемопределятьматрицуKнаблюдателянаоснове

уравнений(4.16),(4.15),впоследнемизкоторыхматрицаQc
имеетопределеннуюструктуру,итакимобразом

K=P
(0)
eD

′
,(4.54)

гденеотрицательно-определеннаяматрицаP
(0)
eявляетсярешением

следующегоуравненияРиккати

PeA
′
+APe−PeD

′
DPe+R+ρBVB

T
=0,(4.55)

гдеRиV–произвольныенеотрицательно-определенныематри-
цы,β–достаточнобольшоеположительноечисло,котороеназовем
коэффициентомсближения.

Утверждение..Приρ→∞передаточнаяматрицаWн(s)си-
стемыснаблюдателемприближаетсякпередаточнойматрице
W(s)системыбезнаблюдателя.

Доказательствоутвержденияприведенов[4.6].

4.1.8Программноеобеспечение

СистемаГАММА
1.ДирективаD413(Оптимальнаясистемаснаблюдателем,

минимально-фазовыйобъект).
СистемаМАТЛАБм-функции:

1)est=estim(A,B,D,D̄,K)-формированиенаблюдателя
(4.10),гдеD̄-матрицаприуправлениивизмеряемомсигнале:y=
Dx+D̄u.

2)rsys=reg(A,B,D,D̄,C
′
,K)-формированиерегулятора

(4.37),(4.38
3)K=place(A

′
,D

′
,λ)-расчеткоэффициентовнаблюдателянаос-

новемодальногоуправления.
4)[Pc,λ,K,rr]=care(A

′
,D

′
,Qc)-расчеткоэффициентовнаблюда-

телянаосновеуравненияРиккати(4.15).

4.2Синтезрегулятора

4.2.1Одномерныйминимально-фазовыйобъект

Пустьимеетсяобъектуправления,описываемыйуравнением

d(s)y=k(s)u+f,(4.56)

вкоторомвнешнеевозмущение-гармоническаяфункция

f(t)=asinωt,0≤ω≤∞(4.57)

снеизвестнойамплитудойичастотой,окоторыхизвестнолишь,что
|a|<f

∗
,гдеf

∗
-известно,а0≤ω≤∞

Требуетсянайтирегулятор

dp(s)u=kp(s)y(4.58)

такой,чтобывыходобъектаудовлетворялусловию

|y(t)|≤y
∗
,t≥ttr,(4.59)

вкоторомy
∗

–заданноечисло,исистемабылагрубой.
Параметрырегулятора(4.58)будемискатьминимизируяфункци-

онал

J=

∞∫

0

(
qy+ε0u

2
+ε1u̇

2
+...+ερu

(ρ)
2)

dt.(4.60)

Егокоэффициентыбудемопределятьтак,чтобывыполнялосьтре-
бование(4.59)кточности.
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Рассмотримдваслучаястепенейmполиномаk(s)объекта.
Случайm=n−1.
Коэффициентыфункционала(4.60)приуправленияхопределим,

полагаяρ=n−1извыражения

ε(s
2
)=

n−1 ∑

i=0

εis
2i

(−1)
i
=k(−s)k(s)(4.61)

Вэтомслучаехарактеристическийполином(2.4)дляэкстремалей
функционала(4.60)имеетвид

∆(s)=k(−s)k(s)[d(−s)d(s)+q]=k(−s)k(s)δ(−s)δ(s),(4.62)

вкоторомгурвицевполиномδ(s)находитсяизтождества

δ(−s)δ(s)=[d(−s)d(s)+q].(4.63)

ИскомыйрегуляторопределяетсятождествомБезу

d(s)dp(s)−k(s)kp(s)=k(s)δ(s).(4.64)

Нетрудновидеть,чтоегорешениеимеетвид

dp(s)=k(s),kp(s)=d(s)−δ(s).(4.65)

Передаточнаяфункция,связывающаяизмеряемыйвыходy(t)с
внешнимвозмущениемf(t)имеетвид

tyf(s)=
dp(s)

d(s)dp(s)−k(s)kp(s)
=

1

δ(s)
.(4.66)

Вустановившемсярежиме(когдаt→∞)выходсистемы

y(t)=ay(ω)sin(ωt+ϕy(ω)),(4.67)

гдемодульамплитудыудовлетворяетсоотношениям

|ay(ω)|=|tyf(jω)||a|=|a|
|δ(jω)|

.(4.68)

Учитываясоотношения|δ(jω)|
2

=d(−jω)d(jω)+qиd(−jω)d(jω)≥
0,заключаем,что,есликоэффициентфункционалаqопределить
как

q≥f
∗2
/y

∗2
,(4.69)

торегуляторскоэффициентами(4.65)обеспечиваетвыполнениетре-
бования(4.59)кточности.

Дляопределениязапасовустойчивостисистемысэтимрегулято-
ромрассмотримпередаточнуюфункцию

w(s)=−
k(s)kp(s)

d(s)dp(s)
=−

kp(s)

d(s)
=−1+

δ(s)

d(s)
.(4.70)

Нетрудновидеть,чтоврассматриваемомслучае

[1+w(−jω)][1+w(jω)]=
δ(−jω)δ(jω)

d(−jω)d(jω)
=1+

q

d(−jω)d(jω)≥1.(4.71)

Этоозначает,чтозапасустойчивостисистемы:ϕ≥60
o
,L≥2.

Случайm<n−1,(ψ=n−1−m>0).
ВэтомслучаеКоэффициентыфункционала(4.60)приуправле-

нияхопределимизвыражения

ε(s
2
)=k(−s)k(s)e(−s)e(s),(4.72)

вкоторомполиномe(s)=(βs+1)
ψ

–полиномстепениψ=n−1−m,
акоэффициентβопределяетсякак

β=
1

αωср
(4.73)

Здесьωср–частотасрезасистемыоптимальнойвсмыслефункци-
онала(4.60),когдаe(s)=1,ачислоαвыбираетсяизнеравенств
5<α<10

Теперьгурвицевполиномδ(s)=k(s)δ1(s),гдевторойполином
находитсяизтождества

δ1(−s)δ1(s)=[d(−s)d(s)e(−s)e(s)+q].(4.74)

Известно[4.11],чтопритакомвыбореполиномаe(s)полиномδ1(s)
приближенноможетбытьпредставленкак

δ1(s)'e(s)δ(s).(4.75)

Искомыйрегуляторопределяетсятеперьизтождества

d(s)dp(s)−k(s)kp(s)=k(s)e(s)δ(s).(4.76)
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Егорешение

dp(s)'kp(s)e(s),k(s)'d(s)−δ(s)(4.77)

Регулятор(4.58)сэтимиполиномамиобеспечиваетвыполнениетре-
бования(4.59)кточностиисистемаобладаетзапасамиустойчивости
близкимикзначениямϕ≥60

o
,L≥2,есликоэффициентqудо-

влетворяетусловию(4.69),акоэффициентβдостаточномал,что
обеспечиваетсявыражением(4.73)

Процедура(синтезарегулятораминимально–фазовогообъекта).
1.РешаемтождествоБезу(4.64)инаходимполиномы(4.65)регу-

лятора.
2.Формируемпередаточнуюфункцию(4.70)инаходимчастоту

срезаизравенства|w(jωср)|=1.
3.Вычисляемпоформуле(4.73)числоβиформируемполином

e(s).
4.РешаятождествоБезу(4.76),находимискомыйрегулятор.

4.2.2Многомерныйминимально-фазовыйобъект(r=m)

Рассмотримсистемууправления,описываемуюуравнениями

ẋ=Ax+Bu+Ψf,y=Dx,θ=Nx,(4.78)

где,какиранее,f(t)–полигармоническаяфункцияскомпонента-
ми

fi(t)=

p∑

k=1

fiksin(ωkt+ψik)(i=1,µ),(4.79)

чьиамплитудыfik,фазыψik(i=1,µ,k=1,p)ичастотыωk
(k=1,p)неизвестны,ноамплитудыгармоникподчиненыусловию

p∑

k=1

f
2
ik≤f

∗2
i(i=1,µ),(4.80)

гдеp–известноечислогармоник,f
∗
i(i=1,µ)–заданныечисла.

Установившимисяошибкамипорегулируемымпеременнымявля-
ютсячисла

θi,уст=lim
t→∞

sup|θi(t)|(i=1,m)(4.81)

Требуетсянайтирегулятор

ẋp=Apxp+Bpu,u=Dpx+Fpy,(4.82)

прикоторомвыполняютсятребованиякточности

θi,уст≤θ
∗
i,(4.83)

гдеθ
∗
i(i=1,m)–заданныечисла.

Таккаквэтихобъектахвекторсостояниянеизмеряется,тонеоб-
ходимнаблюдатель,ипоэтомурегуляторописываетсяуравнениями
вида(4.37)–(4.38):

˙̂x=[A−KD]x̂+Ky+Bu,u=C
′
x̂.(4.84)

Нетрудновидеть,чтоматрицыуравнения(4.82)имеютврассмат-
риваемомслучаевид

Ap+A−KD+BC
′
,Bp=K,Dp=C

′
,Fp=0.(4.85)

Длярешениязадачиточногоуправленияпреобразуемуравнения
объекта(4.78)квиду(??).Всвязисэтимзапишемнаосновеурав-
нения(4.78)

y(s)=D(Es−A)
−1
Bu(s)+D(Es−A)

−1
Ψf(s)(4.86)

иопределимвекторf̄(t)эквивалентныхвнешнихвозмущений,при-
веденныхковходуобъекта,соотношением

f̄(s)=
[
D(Es−A)

−1
B
]−1

D(Es−A)
−1

Ψf(s)=Tf̄f(s)f(s)(4.87)

итогдавыражение(4.86)принимаетвид

y(s)=D(Es−A)
−1
B(u+f̄)(4.88)

Минимально-фазовостьобъектагарантируетотрицательность
вещественныхчастейполюсовпередаточнойматрицыTf̄f(s)ипо-

этомусуществуетограниченнаявектор-функцияf̄(t),удовлетво-
ряющаясоотношению(4.87).

Уравнение(4.88)можнотеперьзаписатьввиде(3.46)

ẋ=Ax+B(u+f̄),y=Dx(4.89)
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ииспользоватьдляпостроенияматрицыCв(4.84)утверждение

3.2.1.Однакопередэтимнеобходимонайтисуммуграниц

m∑

k=1

f̄
∗2
k

(k=1,µ)"возмущения"f̄(t).
Всвязисэтимотметим,чтовсегданайдетсячислоηтакое,что

выполняетсянеравенство

f̄
T
kf̄k=f

T
kT

T
f̄f(−jωk)Tf̄f(jωk)fk≤η

2
f
T
kfk0≤ωk≤∞,k=1,p.

(4.90)
гдеfkиf̄k-µиm-мерныевектораамплитудисходногоиэк-
вивалентноговозмущений.

Суммируяэтинеравенства,получим

p∑

k=1

f̄
T
kf̄k≤η

2

ρ∑

k=1

f
T
kfk=η

2

p∑

k=1

µ∑

i=1

f
2
ik=η

2

µ∑

i=1

p∑

k=1

f
2
ik≤η

2

µ∑

i=1

f
∗2
k

(4.91)
МатрицуKкоэффициентовусилениянаблюдателябудемопре-

делятьпоформуле

K=P
(0)
0D

′
,(4.92)

гдеP
(0)
0–положительно-определеннаяматрица,являющаясяреше-

ниемследующегоуравненияРиккати

PeA
′
+APe−PeD

′
DPe+Qc+βBVB

T
=0,(4.93)

Утверждение.МатрицыCиKрегулятора(4.84),обеспечи-
вающеговыполнениетребований(3.50)кточности,находятся
спомощьюуравненийРиккати(2.22),(4.93),впервомизко-
торых

Q=N
′
QoN,q

(0)
ii≥

pη
2

µ∑

k=1

f
∗2
k

θ∗2
i

(i=1,m)(4.94)

авовторомQcиV–произвольныенеотрицательно-
определенныематрицы,аположительныйкоэффициентρ–
достаточновелик.

Доказательстваутвержденияприведенов[?].

4.2.3Объектобщеговида

Продолжимрешениезадачиточногоуправления,рассмотренной
вразделе3.2.2,дляслучая,когдавекторсостояниянеизмеряем.
Вэтомслучаесинтезируемаясистемаописываетсяуравнениями
(2.152)

ẋ=Ax+Bu+Ψf,y=Dx+æ,θ=Nx,(4.95)

ẋp=Apxp+Bpy,u=Dpxp+Fpy,(4.96)

вкоторыхкомпонентывектороввозмущенияипомехизмеренияяв-
ляютсяполигармоническимифункциями

fi(t)=

p1 ∑

i=1

fiksin(ωkt+ϕik),k=1,µ(4.97)

æj(t)=

p2 ∑

q=1

æjqsin(ω̃qt+ϕ̃jq),j=1,r,(4.98)

гдечастотыωkиω̃qифазаϕikиϕ̃jq(k=1,p1,(q=1,p2,i=
1,µ,j=1,r)неизвестны,анеизвестныеамплитудыограничены

p1 ∑

k=1

f
2
ik≤f

∗2
i(i=1,µ),

p2 ∑

q=1

æ
2
jq≤æ

∗2
j(j=1,r),(4.99)

гдеp1,p2,f
∗
iиæ

∗
j(i=1,µ,j=1,r)–заданныечисла.

Аналогичноустановившемсяошибкампорегулируемымперемен-
ным,введемустановившеесязначениеуправлениякак

uj,уст=lim
t→∞

sup|uj(t)|(j=1,m)(4.100)

Задачаточногоуправлениясостоитвнахожденииматрицыре-
гулятора(4.96)таких,чтобысистема(4.95),(4.96)удовлетворяла
требованиям

θi,уст≤θ
∗
i,uj,уст≤u

∗
j(i,j=1,m),(4.101)

гдеθ
∗
i,u

∗
j(i,j=1,m)-заданныечисла.
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Заметим,чторешениеэтойзадачиможетнесуществовать.Вэтом
случаетребуетсянайтирегулятор(4.96)ичислаνθ>1иνu>1
такие,чтовыполняютсянеравенства

θj,уст≤θ
∗
iνθ,uj,уст≤u

∗
iνu(i,j=1,m)(4.102)

Регулятор,решающийэтузадачуимеетвид

ẋp=Axp+Bu+Ψfp,+K(y−Dxp),u=C
T
xp,fp=Kfxp,(4.103)

где

C
T

=R
−1
B
T
P,Kf=γ

−2
LΨ

T
P,K=

(
E−γ

−2
PeP

)−1
PeD

T
,

(4.104)
анеотрицательно-определенныематрицыPuиPeудовлетворяют
уравнениямРиккати

PA+A
P
−PBR

−1
BP+γ

−2
PΨPLΨ

T
P+N

T
Q0N=0(4.105)

APe+PeA
T
−PeDD

T
Pe+γ

−2
PeN

T
Q0NPe+ΨLΨ

T
=0(4.106)

инеравенству

λ[PPe]≤γ
2
,(4.107)

гдеQ0,RиL–весовыедиагонально-положительныематрицы
размеровm×m,m×mиµ×µ–соответственно.Элементыпервых
двухматрицопределяютсятак,чтобывыполнялисьтребованияк
установившейсяточности,аматрицаL,дляпростоты,полагается
единичной.

Утверждение.ЕсликоэффициентывесовыхматрицQ0иR
удовлетворяютусловиям

q
(0)
ij≥

(p1+p2)




µ∑

i=1

f
∗2
i+

r∑

j=1

æ
∗2
j




Θ∗2
i

,

r
(0)
ij≥

(p1+p2)




µ∑

i=1

f
∗2
i+

r∑

j=1

æ
∗2
j




u∗2
i

(i=1,m),

(4.108)

тоустановившиесядвижениевсистеме(4.95),(4.103),матри-
цырегуляторакоторойвычисляетсяпоформулам(4.104)–
(4.106)ипривыполняетсянеравенство(4.107),обладаетсвой-
ством

θj,≤θ
∗
i,γ

2
,uj,≤u

∗
i,γ

2
(i,j=1,m).(4.109)

Доказательствоутвержденияприведенов[4.10].Изэтогоутвержде-
ния,доказанногов[4.10],следует,чточислаνθиνuвнеравенствах
(4.102)равныγ

2
ипоэтомуприминимальномγ=γ

∗
этичисла

νθ=νu=γ
∗2

.Еслиγ
∗2

≤1,тозадачарешенаитребования(4.101)
кточностивыполняются.

Заметим,чтопереходныепроцессывсистеме(4.95),(4.103),удо-
влетворяющейтребованиямкточности,могутбытьоченьмедленны-
ми.ВыбираяэлементыматрицыL,отличныеотединичных,можно
[4.10]увеличитьбыстродействиесистемы.

4.2.4Программноеобеспечение

СистемаГАММА:

1.ДирективаD442(Точноеуправлениеобъектомвтороговида).

2.ДирективаD443(Точноеуправлениеобъектомтретьеговида).

3.ДирективаD444(Точноеуправлениеобъектомчетвертоговида).
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4.3Комментарии

Векторсостояниядоступендляизмерениялишьвредкихслуча-
ях.ПоэтомусразупослепоявленияLQ-оптимизацииначаласьраз-
работкаалгоритмовнаблюдениявекторасостоянияпоизмеряемым
переменнымдлятого,чтобыреализоватьрегулятор,полученныйв
результатеLQ-оптимизации.

ПервымрезультатомвэтомнаправленииявилсяфильтрКалмана
[4.1],который,вчастностидлястационарногообъектаописывает-
сяуравнениями(4.10),(4.15),(4.16.Затембылпостроеннаблюдатель
Люенбергера[4.2].Крометого,в[4.3]длявосстановленияисполь-
зованочевидныйпрямойалгоритм:измеряемыепеременныедиф-
ференцируютсянеобходимоечислоразсучетомуравненийобъекта
(приотсутствиивнешнихвозмущений)итогдарешениеполучив-
шейсясистемылинейныхалгебраическихуравненийдаетвыраже-
ниевекторасостояниячерезизмеряемыйвекторивекторуправле-
нийиихпроизводные.

ИсследованиесистемсфильтромКалманапривелокизвестной
теоремеразделения[4.4],следствиемкоторойявляетсяструктура
(4.40)характеристическогополиномасистемы.

Былообнаружено[4.5],[4.6],чтоиспользованиенаблюдателеймо-
жетприводитькнегрубымсистемам.Поэтомувозниквопрос:нельзя
липостроитьнаблюдателитак,чтобызапасыустойчивостивсисте-
меснаблюдателембылиблизкикзапасамустойчивостиисходной
системысрегуляторомсостояния?Построениетакихнаблюдателей
оказалосьвозможнымдляминимально-фазовыхобъектов,укото-
рыхчислоуправленийравночислуизмеряемыхпеременных.Такие
наблюдателиЛюенбергераифильтрыКалманабылипостроеныв
[4.7],[4.6]соответственно.Этонаправлениеисследованийбылона-
звановзарубежнойнаучнойлитературевосстановлениемробастно-
сти(robustrecovery,LoopTransferRecovery-LTR).

Заметим,чтовсистемахспрямымалгоритмомвосстановленияза-
дачаLTRбыларешенараньшеуказанныхработдляслучая,когда
используютсяобобщенныезапасыустойчивости.Методысинтезаре-
гуляторовнаосновепрямогоалгоритмавосстановленияприведеныв
книге[3.1]ипоэтомувэтойглавеизложениеограниченовосстановле-
ниемгрубостисфильтромКалмана(Утверждение4.1.7,полученное
в[4.6])

Процедура4.2.2.синтезарегуляторовявляетсякомпактнойфор-
мойматериалакниги[3.1],аутверждения4.2.2.и4.2.3.доказаныв

[3.13],[4.10]соответственно.Отметим,чтоH∞-оптимальноеуправ-
лениеможетприводитькнегрубымсистемам,таккаконосодержит
наблюдательаналогичныйфильтруКалмана.В[4.8]построенычис-
ленныепримеры,подтверждающиетакуювозможность,ав[4.9]это
показанодляобщегослучаяиисследуетсяпричинанегрубости.
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5Началаадаптивногоуправления

Построениеуправленияпринеопределенныхпараметрахобъекта
всегдаявлялосьоднойизцентральныхпроблемтеорииавтомати-
ческогоуправления.Еслиобратитьсякистории,томожнозаме-
тить,чтоужекритерийНайквиста,установленныйв1932г.,явил-
сяметодомисследованияустойчивостисистем,параметрыкоторых
неизвестны,аизвестнылишьчастотныехарактеристикиразомкну-
тойсистемы,получаемыеэкспериментально.Впоследующиегоды
(1939-1965)былиразработанытеориисистемсбольшимикоэффи-
циентамиусиления[5.1]исистемспеременнойструктурой[5.2],ко-
торыепозволяютуменьшитьвлияниеизмененийпараметровобъек-
товинеконтролируемыхвнешнихвозмущений.Однакопоскольку
этисистемыоснованынаповышении(вявнойилинеявнойфор-
мах)коэффициентаусиленияразомкнутойцепи,этотребуетучета
"малых"постоянныхвремени,нелинейныхфакторов,запаздывания.
Впротивномслучаенарушаетсяустойчивостьсистемы.Такимоб-
разом,безувеличенияданныхобобъектенеудаетсясущественно
повыситькоэффициентусиления.

Этоприводиткнеобходимостипостроениярегуляторов,парамет-
рыкоторыхизменяются(адаптируются,самоприспосабливаются)
так,чтобыприизменяющихсяпараметрахобъектаточностьикаче-
ствосистемыоставалисьнеизменными.Системыстакимирегулято-
рамибылиназванысамонастраивающимися[5.4]либоадаптивными
[5.5].

5.1Видыадаптивногоуправления.

5.1.1Идентификационноеуправление

Рассмотримобъект,описываемыйуравнениями(1.86)

N
(2)
[i]q̈+N

(1)
[i]q̇+N

(0)
[i]q=l[i]u+m[i]f,ti−1≤t≤ti

y=c
(0)
y[i]q+c

(1)
y[i]q̇,z=c

(0)
z[i]q+c

(1)
z[i]q̇,

(5.1)

гдеi,(i=1,N)–номеринтерваластационарностиобьектавтече-
ниикоторогоегокоэффициентыпостоянны.Переходякпостроению
алгоритмауправленияобъектом(5.1),приведемэвристическиесооб-

ражения,которыепорождаютважныйклассалгоритмовуправления
принеопределенныхпараметрахобъекта.

Всвязисэтимрассмотримследующиезадачи,которыерешает
конструкторсистемыстабилизацииэтимобъектом:

1)определение(идентификация)коэффициентовобъектауправле-
ния,

2)синтезалгоритмаработырегулятора(синтезрегулятора)при
известныхпараметрахобъекта,обеспечивающеготребуемоекаче-
створаботысистемы,

3)конструированиерегулятора,реализующегосинтезированный
алгоритм.

Посколькукоэффициентыобъекта(5.1)изменяются,тоэтитри
задачидолжнырешатьсявпроцессеработыобъекта,притомре-
шатьсяавтоматически,безучастиячеловека.Другимисловами,ес-
липринеизвестных,нопостоянныхпараметрахобъектауказанные
задачирешалисьвпроцессепроектированиясистемы,топриизме-
няющихсявовременипараметрахонидолжнырешатьсявестествен-
ныхусловияхработыобъекта("наборту"объекта)ивтемпеработы
объекта.Этоозначает,чтоалгоритмрегуляторадолженизменять-
сявпроцессеработысистемы,приспосабливаясь(самонастраиваясь,
адаптируясь)завремяTad<ti−ti−1,(i=1,N)кизменяющимся
коэффициентамобъектатак,чтобыкачествоработысистемыостава-
лосьнеизменным.Дляпостроениятакогоалгоритмазапишемурав-
нениерегуляторадляобъекта(5.1)снеопределеннымипараметрами

ẋp=Ap(α)xp+bp(α)y+ψpg;u=dp(α)xp+c(α)y,(5.2)

гдеxp(t)–np-мерныйвекторсостояниярегулятора,Ap(α)–мат-
рица,bp(α),dp(α),ψp–векторы,c(α)–скаляр,зависящиеот
неизвестноговектора(α)коэффициентовобъекта(5.1).Зависимо-
стикоэффициентоврегулятора(5.2)откоэффициентовобъектамо-
гутбытькаканалитическими(заданнымиспомощьюформул),так
иалгоритмическими.

Последнееследуетпониматьвтомсмысле,чтосуществуеталго-
ритм(процедура),спомощьюкоторогодлякаждогофиксированно-
говектораαможнонайтиматрицуApвектораbp,dpискаляр
c.Вкачестветакихалгоритмовмогутвыступать,вчастности,про-
цедурысинтезарегуляторов,приведенныевглавах3и4.

Есливрезультатеидентификацииопределеноистинноезначение
α
∗

вектораα,то,полагаяв(5.2)α=α
∗

получимискомыйрегу-
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лятор.
Притакомподходепроцессуправлениянеможетбытьначат,по-

канезакончитсяидентификацияпараметровинебудутвычислены
(поформуламлибонаосновепроцедур)матрицаAp(α

∗
),векторы

bp(α
∗
),dp(α

∗
)искалярc(α

∗
)регулятора(5.2).

Естественно,недожидаясьокончанияпроцессаидентификации,
использоватьоценкиα̂,получаемыеврезультатеидентификациив
течениизаданноговремени,итогдауравнение(5.2)приметвид

ẋp=Ap(α̂)xp+bp(α̂)y+ψpg,u=dp(α̂)xp+c(α̂)y,(5.3)

Уравнения(5.3)описываютидентификационноеадаптивное
управление.

Пример.Пустьобъектомуправленияявляетсянекоторый
химико-технологическийпроцесс,протекающийвзамкнутом
резервуаре-реакторе.Вмоментывремени0,h,2h,...,kh,...
вреакторпоступаетсырье,имеющеетемпературуf(k)(параметр
h,какиранее,опускаем),идозакатализатораu(k).Количество
продуктареакцииy(k)зависитотконцентрациипромежуточного
веществаx(k):

y(k)=dx(k),(5.4)

авеличинаx(k+1)определяетсязначениямиx(k),u(k),f(k):

x(k+1)=φx(k)+ru(k)+f(k)(k=0,1,2,...).(5.5)

Величиныy(k)иf(k)(k=0,1,2,...)доступнынепосредствен-
номуизмерению,адозакатализатораu(k)(k=0,1,2,...)являет-
сяуправляющимвоздействием,котороевлияетнаходпроцесса.

Коэффициентыφ,r,dсоотношений(5.4),(5.5)зависятотак-
тивностикатализатора,скоростипротеканияреакции,конструкции
установкиитп.

Пустьцельюуправленияявляетсяподдержаниевыходногопро-
дуктаy(k)назаданномуровнеg=const.Еслизначенияпарамет-
ровφ,r,dизвестныточно,толегкопостроитьалгоритмработы
регулятора,обеспечивающегодостижениецелиуправленияЭтотал-
горитмимеетвид

u(k)=
g−φy(k)−df(k)

dr
.(5.6)

Действительно,подставляя(5.6)в(5.5),получим,что

y(k+1)=g.(5.7)

Вреальныхусловияхмногиефакторы,откоторыхзависятпара-
метрыφ,r,dнедоступнынепосредственномуизмерениюлибо
могутизменятьсявовременинеизвестнымобразом(например,ак-
тивностькатализатораменяетсяприегоотравлении,припереходена
новуюпартиюкатализатораитд.).Поэтомууправлениеосуществ-
ляетсявусловияхнеопределенности,когдазакономуправления(5.6)
воспользоватьсянельзя.

Переходякпостроениюидентификационногоалгоритмаадаптив-
ногоуправления,обозначим

α1=φ,α2=r,α3=1,α4=d(5.8)

изапишемзаконуправления(5.6)какфункциюнеопределенныхпа-
раметровαi(i=1,4):

u(k)=−
α1

α2α4
y(k)−

α3α4

α2α4
f(k)+

1

α2α4
g.(5.9)

Дляопределениякоэффициентовзаконауправления(5.9)иденти-
фицируемпараметрыобъекта(5.4),(5.5),уравнениякоторогоможно
сучетомвведенныхобозначенийзаписатьввиде

y(k+1)=α1y(k)+α4α2u(k)+α3α4f(k)(k=0,1,2,...).(5.10)

Приk=0,1,2получимсистемуизтрехалгебраическихуравне-
ний:

y(1)=α1y(0)+α2α4u(0)+α3α4f(0);
y(2)=α1y(1)+α2α4u(1)+α3α4f(1);
y(3)=α1y(2)+α2α4u(2)+α3α4f(2),

(5.11)

решаякоторуюнайдемчислаα
∗
1,α

∗
2α

∗
4,α

∗
3α

∗
4.Подставляяэти

числав(5.9),получимуправление,обеспечивающеедостижениецели
(5.7).

Уравнение(5.9)вместеспроцедуройрешенияалгебраических
уравнений(5.11)образуюталгоритмидентификационногоадаптив-
ногоуправления.
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Заметим,чтостольпростойалгоритмадаптивногоуправления
обусловленвомногомдоступностьюдляизмеренияf(k)иотсут-
ствиемпомехвизмеренииy(k).Вдействительностиf(k)недоступ-
нонепосредственномуизмерению,этоприводиткпроцессуиденти-
фикации,которыйболеесложенчемрешениеуравнений(5.11).

5.1.2Идентификация

Накаждомизинтерваловстационарностиобъект(5.1)приf(t)=
χ(t)=0)описываетсяуравнениями

ẋ=Ax+bu,y=dx;x(t0)=x
(0)

(5.12)

снеизвестнымикоэффициентами.Этиуравнениявформе"вход-
выход":

y
(n)

+

n−1 ∑

i=0

diy
(i)

=

m∑

j=0

kju
(j)

(5.13)

Пустьдвижениеобъекта(5.12)возбуждаютсяизвестным(измеря-
емым)входнымсигналомu(t).Анализируясигналy(t)навыходе
нужноопределитьпараметрыобъекта.Решениеэтойзадачи–опре-
делениематрицыAивекторовbиd-посигналамвходаu(t)и
выходаy(t)неединственно.Действительно,рассмотримнарядус
(5.12)системууравнений

˙̃̃x=M
−1
AM˜̃x+M

−1
b˜̃u;˜̃y=dM˜̃x;˜̃x(t0)=Mx

(0)
,(5.14)

гдеM–произвольная,неособая(detM6=0)матрица.
Есливходноевоздействие˜̃u(t)=u(t),товыходныесигналыобеих

системсовпадают˜̃y(t)=y(t),хотяпараметрыматрицвнихраз-
личны.Всовпадениивыходныхсигналовнетрудноубедиться,пре-
образуя(5.14)поЛапласуивычисляя

˜̃y(s)=dM(Es−M
−1
AM)

−1
M

−1
b˜̃u+dM(Es−M

−1
AM)

−1
M

−1
x

(0)
=

=d(Es−A)
−1
b˜̃u+d(Es−A)

−1
x

(0)
=y(s)

при˜̃u(s)=u(s).

Всвязисэтимвозникаетвопрос:асуществуетлинаборпарамет-
ров,которыйединственнымобразомопределяетсянаосновесигна-
лов"вход-выход"?Такимнаборомпараметровявляютсяпараметры
di(i=0,n−1),kj(j=0,m)объектавформе(5.13).

Поэтомудалееподидентификациейпараметровобъектабудем
подразумеватьопределениеегопараметроввформе"вход-выход".
Термин"идентификация"здесьидалееиспользуетсявузкомсмысле
какопределениепараметровматематическоймодели(5.13)объекта,
структуракоторой(линейныйхарактердифференциальногоурав-
нения(5.13),егостационарность,размерностьвекторапеременных
состоянияn)известна.Вширокомсмыслеидентификациявклю-
чаетвсебяопределениеповходуивыходуобъектаструктурыего
математическоймодели,определениееепараметровиоценивание
(восстановление)вектораегопеременныхсостояния.

Структурамоделиопределяетсяфизическимизаконами,которые
определяютдвижениеобъекта(законыКирхгофа,Максвелла,зако-
нысохранениямассы,энергиииимпульса,законыраспределения
количестватеплотыиэнтропии).Изэтихзаконовследуютнелиней-
ныедифференциальныеуравнениявчастныхпроизводных,которые
линеаризуются,азатемупрощаются(редуцируются)дообыкновен-
ныхдифференциальныхуравнений,определяющихструктурумо-
дели.Этисведенияобразуютаприорнуюинформациюобобъекте.
Параметрыобъектаопределяютсяврезультатеизмеренийвходаи
выходаобъекта.Измеренияипоследующеевычислениепараметров
составляютапостериорнуюинформацию.Схемаидентификации(в
широкомсмысле)приведенанарис.5.1.
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Рис.5.1
.

5.1.3Прямойалгоритмадаптивногоуправления.

Идентификационноеадаптивногоуправлениявсущностиявляется
модельюпроцессапроектирования,осуществляемоговтемперабо-
тыобъекта,иидентификационнаячастьэтогоалгоритмавызвана
скореепрототипом(вкачествекотороговыступаетпроцесспроекти-
рования),чемсуществомзадачи.Деловтом,чтоалгоритмиденти-
фикациислабосвязансцельюуправления,хотяислужитеедости-
жению.Всвязисэтимвозникаетвопрос:нельзялиизбежатьиден-
тификациииискатьзаконыизмененияпараметроврегулятора(5.2)
исходянепосредственно(прямо)изцелейуправления?.Другимисло-
вами,параметрырегулятора(5.2)должныизменятьсявзависимости
отзначениякритериякачестваработысистемы(отфункционирова-
ниясистемы).

ВэтомслучаеговоряопрямомадаптивномуправленияТак,для
объекта(5.13)оноописываетсяуравнениями:

u
(np)

+

np−1
∑

i=0

βµp+i(t)u
(i)

=

µp−1
∑

j=0

βjy
(j)

;(5.15)

β̇i=γi(β0,...,βµp+np−1,y,ẏ,...,y
µp−1

,u)(i=0,µp+np−1),
(5.16)

гдеβi(i=0,µp+np−1)–настраиваемые(подстраиваемые)па-
раметрырегулятора;γi(i=0,µp+np−1)–функции,зависящие
откритериякачествасистемы(целиуправления).Уравнения(5.16)
описываюталгоритмнастройкипараметров.

Дискретноепрямоеадаптивноеуправлениеописываетсяразност-
нымиуравнениями

u(k)+

np
∑

i=0

βµp+i(k)u(k−i)=

µp
∑

j=0

βj(k)y(k−j).(5.17)

βi(k+1)=γi(β0(k),...,βµp+np(k),y(k),y(k−1),...,
y(k−µp+1),u(k),u(k−1),...,u(k−np)(i=0,µp+np).

(5.18)

Пример.Построимпрямойалгоритмадаптивногоуправления
химико-технологическимпроцессом,описаннымвпримере5.1.1.

Всоответствиис(5.6)уравнениерегулятораэтогопроцессаимеет
вид

u(k)=β0(k)y(k)+β1(k)g+β2(k)f(k)(k=0,1,2,...),(5.19)

гдеβ0(k),β1(k),β2(k)–настраиваемыепараметры(коэффици-
енты).

Требуетсянайтизаконизмененияэтихпараметров,прикотором
достигаетсяцельуправления(5.7).

Длянахождениятакогозаконавведемкритерийкачества

J(k+1)=(y(k+1)−g)
2

(5.20)

итогдацельуправленияможетбытьинтерпретированакакминими-
зацияфункции(5.20).Дляееминимизацииприменимградиентный
метод,состоящийвизменениинастраиваемыхпараметроввнаправ-
лении,противоположномградиентуфункцииJ(k+1)понастраи-
ваемымпараметрам.

ВыражаяJ(k+1)черезэтипараметры,получим

J(k+1)=[φy(k)+df(k)+dr(β0(k)y(k)+β1(k)g+β2(k)f(k))−g]
2
.

(5.21)
Вычисляятеперьчастныепроизводныефункции(5.21)поβ0(k),

β1(k),β2(k),приходимкалгоритму(5.18)настройкипараметров:

β0(k+1)=β0(k)−2a1(k)(y(k+1)−g)dry(k);
β1(k+1)=β1(k)−2a1(k)(y(k+1)−g)drg;
β2(k+1)=β2(k)−2a1(k)(y(k+1)−g)drf(k),





(5.22)

гдеa1(k)>0–коэффициентпропорциональности.
Приправильномвыбореэтогокоэффициента

lim
k→∞

J(k+1)=0.(5.23)

Этоозначает,чтопрямойалгоритм(5.19),(5.22)адаптивного
управленияхимико-технологическимпроцессомобеспечиваетдо-
стижениецелиуправления(5.7).Правда,этацельдостигаетсяне
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напервыхнесколькихшагах,каквидентификационномалгоритме,
апридостаточнобольшомчислешаговуправления.

Приналичиипомехвизмеренииy(k)требование(5.7)следует
ослабитьицельуправленияформулироватькактребованиевыпол-
нениянеравенства

lim
k→∞

J(k+1)<∆,(5.24)

гдевеличина∆>0должнабытьсогласованасуровнемпомех.
Соотношение(5.24)означает,чтодлялюбойтраекториисистемы

(5.4),(5.5),(5.19),(5.22)существуетмоментвремениk
∗

,начинаяс
которогоJ(k+1)<∆.

Вслучае,когдапомехиносятстохастическийхарактер,цель
управленияследуетзадавать"всреднем":

lim
k→∞

M{J(k+1)}<∆.(5.25)

5.1.4Структураадаптивныхсистем

Идентификационныйипрямойалгоритмыадаптивногоуправления
описываютсяуравнениями

ẋp=ϕp(xp,y,g,β);u=wp(xp,y,β);xp(t0)=x
(0)
p,;(5.26)

β̇=γ(β,y,u,g),β(t0)=β
(0)
,(5.27)

гдеβ(t)–nβ-мерныйвекторнастраиваемыхпараметроврегуля-
тора(вслучаеидентификационногоалгоритмаβ(t)являетсяоцен-
койвекторанеопределенныхпараметровα);ϕp,γp–npиnβ-
мерныевектор-функциисвоихаргументов,подлежащие,какифунк-
цииwp,определениюисходяиззаданныхцелейуправления.

Уравнения(5.26)описываюталгоритмработырегулятора,аурав-
нения(5.27)-алгоритмадаптации.

Устройство,реализующееалгоритмадаптации,называетсяадап-
тером[5.5].

Такимобразом,адаптивныйрегуляторсостоитизрегулятораи
адаптера.Структурнаясхемаадаптивнойсистемыприведенанарис.
5.2.

Рис.5.2
Регулятор,приведенныйнаэтомрисунке,состоитиздвухча-

стей:управляющегоустройства(последовательногокорректирую-
щегоконтура)иуправляющегоустройствавцепиобратнойсвязи
(параллельногокорректирующегоконтура).Перваячастьсодержит
настраиваемыепараметры,вторая-неизменна.Частоговорят,что
объектвместесрегулятором-этоосновнойконтуррегулирования,а
изменяющаясячастьрегулятораиадаптерсоставляютконтурадап-
тации(контурсамонастройки).Еслицельуправлениязадаетсяс
помощьюэталонноймодели,тоэталоннаямодельвключаетсявадап-
тор

5.2Системысэталонноймоделью

Рассмотримдинамическийобъект,описываемыйлинейнымидиффе-
ренциальнымиуравнениямиснеопределеннымипараметрами.Бу-
демполагать,чтонеизмеряемыевнешниевозмущенияипомехииз-
меренияотсутствуют,адвиженияобъектавозбуждаютсяначальны-
миотклонениями(условиями)либоизмеряемымизадающимвоздей-
ствием.Вэтойситуациичастоиспользуютэталоннуюмодель,кото-
раяявляетсяфизическимустройством,навходкоторогоподаются
тежевоздействия,чтоинаобъектуправления,аразностьсигна-
ловсвыходовобъектаиэталонноймоделислужитдляизменения
параметровадаптивногорегулятора.

5.2.1Адаптациясиспользованием"чистых"производных

Управлениеизвестнымобъектом
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Рассмотримфизическоеустройство,называемоеэталонноймоде-
лью,котороеописываетсяуравнением

y
(nm)
m+dm,nm−1y

(nm−1)
m+...+dm,1ẏm+dm,0ym=km,mmg

(mm)
+...+km,0g,

(5.28)
гдеym(t)–измеряемыйвыход,g(t)–задающеевоздействие-из-
вестноезаранее,либоизмеряемыйсигнал.

Нарядусэталонноймодельюрассмотримсистемууправления

y
(n)

+dn−1y
(n−1)

+...+d1ẏ+d0y=kmu
(m)

+...+k0u,(5.29)

dp,npu
(np)

+dp,np−1u
(np−1)

+...+dp,1u̇+dp,0u

=kp,mpy
(mp)

+...+kp,0+lpg
(p)

+...+l0g.
(5.30)

Пустькоэффициентыобъекта(5.29)известны,ипустьтребуется
найтикоэффициентырегулятора(5.30)такие,чтобывыходыобъ-
ектаэтойсистемыиэталонноймодели,возбуждаемыезадающим
воздействиемg(t)обладалисвойством

lim
t→∞

e=lim
t→∞

(y(t)−ym(t))=0.(5.31)

Такимобразом,эталоннаямодельзадаетжелаемоедвижениеси-
стемы(5.29),(5.30).

Рассмотримусловия,прикоторыхэтазадачаслежениязавыходом
эталонноймодели,разрешима.

Всвязисэтимсравнимизображениявыходовпринулевыхна-
чальныхусловиях

y(s)=wcl(s)g(s)ym(s)=wm(s)g(s),(5.32)

гдеwcl(s)=
k(s)l(s)

d(s)dp(s)−k(s)kp(s)
,wm(s)=

km(s)

dm(s)
.

Вынужденныедвижениярассматриваемыхсистемсовпадают,ес-
лиwcl(s)=wm(s)или

k(s)l(s)

d(s)dp(s)−k(s)kp(s)
=
km(s)

dm(s)
.(5.33)

Степениполиномовчислителяизнаменателялевойчастиэтого
равенства,какправило,превышаютстепенисоответствующихпо-
линомовправойчасти,ипоэтомудляеговыполнениянеобходимо

сокращениечастиэтихполиномов.Найдемусловия,прикоторых
такоесокращениедопустимо.Представимk(s)=k

+
(s)k

−
(s),где

k
−

(s)–полином,корникотороголежатвлевойполуплоскостикор-
ней(Resi<0,(i=1,m),акорниполиномаk

+
(s)лежатвпра-

войполуплоскостиинаграницахуказанныхполуплоскостей.Если
полиномk

+
(s)неявляетсяделителемполиномаkm(s),тоондол-

женделителемхарактеристическогополиномасистемы(5.29),(5.30)
D(s)=d(s)dp(s)−k(s)kp(s),чтонедопустимо,таккакэтасистема
должнабытьасимптотическиустойчивой.Всвязисэтимполином
km(s)моделидолженудовлетворятьусловию

km(s)=k
+
(s)k̄m(s).(5.34)

Этоозначает,чтонеустойчивыенулиобъекта(корниk
+
(s))нель-

зяизменитьиихследуетвключитьвkm(s)).
Таккакk

−
(s)являетсяделителемD(s),тополиномрегулятора

dp(s)(5.30)имеетследующуюструктуруdp(s)=k
−

(s)d̄p(s).
Такимобразом(5.33)принимаетвид

k
−

(s)k
+
(s)l(s)

k−(s)(d(s)dp(s)−k+(s)kp(s))
=
k

+
(s)k̄m(s)

dm(s)

или

l(s)

d(s)dp(s)−k+(s)kp(s)
=
k̄m(s)

dm(s)
(5.35)

Отсюдаследуютуравнениядляопределениякоэффициентовре-
гулятора(5.30)

l(s)=k̄m(s);(5.36)

d(s)d̄p(s)−k
+
(s)kp(s)=dm(s).(5.37)

РешаятождествоБезу(5.37),находимполиномыd̄p(s)иkp(s)и
вычисляемdp(s)=k

−
(s)d̄p(s).

Полученныйрегуляторобеспечивает(принулевых,либосовпада-
ющихначальныхотклоненияхэталонноймоделиисистемы(5.29),
(5.30))совпадениеихвыходов:y(t)=ym(t).Исчезающаяошибка
e(t),обладающаясвойством(5.31),вызванатольконесовпадением
начальныхусловийэтихсистем.

Постановказадачи
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Рассмотримобъект(5.29)снеизвестнымикоэффициентами.Бу-
демполагать,чтоегостепениnиmизвестны,икрометогоиз-
вестно,чтоонявляетсяминимально-фазовым.Этоозначает,что
полиномk(s)–гурвицевполином,(егокорнилежатвлевойполу-
плоскостиk(s)=k

−
(s),k

+
(s)=1).

Запишемегопередаточнуюфункциюввиде

w0(s)=
k(s

m
+...+k1s+k0)

sn+dn−1sn−1+...+d1s+d0
=
kk(s)

d(s)
.(5.38)

Аналогичнозапишемпередаточнуюфункциюэталонноймодели
(5.28),предполагаяздесьидалееnm=n,mm=m,

wm(s)=
km(s

m
+...+km,1s+km,0)

sn+dm,n−1sn−1+...+dm,1s+dm,0
=
kmkm(s)

dm(s)
,(5.39)

гдеkm(s)иdm(s)–заданныегурвицевыполиномы.
Задачасостоитвтом,чтобынайтиалгоритмнастройкикоэф-

фициентоврегулятора(5.30)так,чтобыразностьвыходовсистемы
(5.29),(5.30)иэталонноймоделистремиласькнулю(выполнялось
условие(5.31)).Структурнаясхемаадаптивнойсистемыприведена
нарис.5.4.

Рис.5.4
Приведемрешениеэтойзадачидляразличныхструктуробъекта

управления.
Алгоритмадаптации
Рассмотримобъектуправления,описываемыйуравнением

(s
n

+dn−1s
n−1

+...+d1s+d0)=u+hng.(5.40)

Нетрудновидеть,чтоонминимально-фазовыйиполиномk(s)=
1.

Эталоннаямодельимеетвид

(s
n

+dm,n−1s
n−1

+...+dm,1s+dm,0)=u+hmg.(5.41)

Переходякпостроениюадаптивногорегулятора,будемполагать,
чтовозможноточное(чистое)вычислениепроизводныхизмеряемых
переменныхyиymдоn−1-гопорядкавключительно.Тогда
уравнениерегуляторабудемискатьввиде

u=

n−1 ∑

i=0

βi(t)y
(i)

+βn(t)g,(5.42)

гдеy
(i)

–i-япроизводнаяy(t),βi(t)(i=0,n)–настраиваемые
параметрырегулятора.

Подставляя(5.42)в(5.40)ивычитаяиз(5.40)уравнение(5.41),
получимуравнениедляошибкиe=y−ym:

(
s
n

+

n−1 ∑

i=0

dm,is
i

)
e=

n−1 ∑

i=0

(dm,i−di+βi)y
(i)

+(−hm+hn+βn)g.

(5.43)
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Утверждение.Алгоритмнастройкипараметроврегулятора
(5.42),прикоторомдостигаетсяцельадаптации(lim

t→∞
e=0),

имеетвид

β̇i=−γ
−1
j



n−1 ∑

j=0

lje
(j)


y

(i)
(i=0,n−1);(5.44)

β̇n=−γ
−1
n



n−1 ∑

j=0

lje
(j)


g,(5.45)

гдеγi>0(i=0,n),авекторl=‖l0,...,ln−1‖
′
определяется

извыражения

l=P̌b̌,(5.46)

вкоторомположительно-определеннаяматрицаP̌является
решениемуравненияЛяпунова

Ǎ
′
mP̌+P̌Ǎ

′
m=−Q,(5.47)

гдеQ–произвольнаяположительно-определеннаяматрица,
матрицаǍивекторb̌–матрицаивекторуравненияобъектав
формеФробениуса(2.109)

Доказательствоутвержденияполученовработах[5.10],[5.8].
Пример.Пустьимеетсяобъектуправления,описываемыйурав-

нением

ÿ+α1ẏ+α0y=u+h2g,(5.48)

параметрыкоторогоα0,α1,h2неизвестныТребуетсянайтиал-
горитмнастройкипараметроврегулятора

u=β0(t)y+β1(t)ẏ+β2(t)g,(5.49)

прикоторомвыходyобъектаприближаетсякзначениямвыходной
переменнойэталонноймодели,описываемойуравнением

ÿm+am1ẏm+am0ym=hg,(5.50)

сзаданнымипараметрами.Наоснове(5.44),(5.45)получаемиско-
мыйалгоритмнастройки

β̇0=−γ
−1
0(l0e+l1ė)y;

β̇1=−γ
−1
1(l0e+l1ė)ẏ;

β̇2=−γ
−1
2(l0e+l1ė)g,





(5.51)

вкоторомγ0,γ1,γ2–произвольныеположительныечисла,l0=

p̌12,l1=p̌22,гдеp̌12,p̌22–элементыматрицыP̌=

∥∥
∥∥p̌11p̌12

p̌12p̌22

∥∥
∥∥,

являющейсярешениемматричногоуравнения

∥∥
∥∥0−am0

−1−am1

∥∥
∥∥
∥∥
∥∥p̌11p̌12

p̌12p̌22

∥∥
∥∥+
∥∥
∥∥p̌11p̌12

p̌12p̌22

∥∥
∥∥
∥∥
∥∥01

−am0−am1

∥∥
∥∥=−

∥∥
∥∥q110

0q22

∥∥
∥∥.

(5.52)
Здесьq11,q22–произвольныеположительныечисла.
Структурнаясхемаадаптивнойсистемыприведенанарис.5.5

Рис.5.5

5.2.2Реализуемыеалгоритмыадаптивногоуправления

Приведенныевышеалгоритмыадаптацииприменимыдляобъектов,
описываемыхуравнениямичастноговида(5.40)приусловииточного
вычисленияпроизводныхизмеряемойпеременной.

Перейдемтеперькалгоритмуадаптациидляобщегослучаяодно-
мерногообъекта(5.29)иэталонноймодели(5.28).Этоталгоритмне
содержит"чистых"производныхизмеряемойпеременной.
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Требуетсянайтиадаптивныйрегулятор,такой,чтовыполняется
целевоеусловие

lim
t→∞

(y−ym)=0.(5.53)

Опишемпроцедурупостроениятакогорегуляторадляпростейше-
гослучая,когдаm=n−1.

Структурнаясхемаадаптивнойсистемыприведенанарис.5.6.

Рис.5.6
Вэтойсхемевспомогательныегенераторыописываютсяуравнени-

ями

v̇
(1)

=Fv
(1)

+b̌y;v̇
(2)

=Fv
(2)

+b̌u,(5.54)

асигналыµ1,µ2имеютвид

µ1=β0y+β
(1)

′

v
(1)

;µ2=β
(2)

′

v
(2)
,(5.55)

гдеv
(1)

иv
(2)

–n−1-мерныевекторыпеременныхсостояния
вспомогательныхгенераторов;β0(t)β

(1)
(t)β

(2)
(t)–настраивае-

мыепараметры,гдеβ
(1)

=‖β1,...,βn−1‖
′
,β

(2)
=‖βn+1,...,β2n‖

′
;

уравнения(5.55)имеютформуФробениуса(2.109),вкоторойпо-
следняя(n−1-ястрока)имеетвидρ=−‖ρ0,...,ρn−2‖,авектор

b̌
′
=‖0,0,...,1‖.

Очевидно,что

µ1(s)=β0y+β
(1)

′

(Es−F)
−1
b̌y=

[
β0+

β
(1)

(s)

ρ(s)

]
y(s)=m1(s)y(s),

(5.56)

где

ρ(s)=s
n−1

+ρn−2s
n−2

+...+ρ1s+ρ0;

β
(1)

(s)=β1s
n−2

+...+βn−2s+βn−1;

µ2(s)=β
(2)

′

(Es−F)
−1
b̌
′
u=

β
(2)

(s)

ρ(s)
u(s)=m2(s)y(s).

(5.57)

Здесь

β
(2)

(s)=βn+1s
n−2

+...+β2n−2s+β2n−1;m2(s)=
β

(2)
(s)

ρ(s)
.(5.58)

Непосредственноизрис.5.6следует,что

u=β0y+β
(1)

′

v
(1)

+βng+β
(2)

′

v
(2)
.(5.59)

Вводя2n-мерныевекторы

β(t)=‖β0,β1,...,βn−1,βn,βn−1,...,β2n−1‖=
∥∥
∥β0,β

(1)
′

,βn,β
(2)

′∥∥
∥;

(5.60)

δ(t)=
∥∥
∥y,v

(1)
,g,v

(2)∥∥
∥,(5.61)

запишем(5.59)вкомпактнойформе

u=β
′
δ.(5.62)

Наосновеструктурнойсхемызаключаем,чтопередаточнаяфунк-
цияобъектасадаптивнымрегуляторомприпостоянномзначении
векторанастраиваемыхпараметровимеетвид

wa(s)=
y(s)

g(s)
=

βnw0(s)

1±m2(s)+m1(s)w0(s)
=

βnkk(s)ρ(s)
[
β(2)(s)∓ρ(s)

]
d(s)±kk(s)

[
β(1)(s)+β0ρ(s)

].
(5.63)

Действительно,изрис.5.6следует,что

u=βng±m2(s)u∓m1(s)y.(5.64)

149150



Учитывая,чтоy=w0(s)u,иподставляясюда(5.64),получим
(5.63).

Полиномывквадратныхскобкахзнаменателяпередаточной
функции(5.63)будемискатькакрешениеследующеготождества
Безу

[
β

(2)
(s)∓ρ(s)

]
d(s)±kk(s)

[
β

(1)
(s)+β0ρ(s)

]
=n(s),

гдеn(s)–произвольныйполиномстепени2n−1скоэффициентом
приs

2n−1
равным1.Врезультатерешенияполучимвекторβ.

Полагая

n(s)=k(s)dm(s);ρ(s)=km(s),(5.65)

заключаем,чтопередаточнаяфункцияобъектасрегулятором

wa(s)
′
=
βnk

km
wm(s).(5.66)

Такимобразом,второеизравенств(5.65)служитдляопределения
вектора%вматрицеFуравненийвспомогательныхгенераторов.
Длязавершенияописанияадаптивнойсистемынеобходимоопреде-
литьалгоритмнастройкивектораβ.

Утверждение.Алгоритмнастройкипараметровβуправле-
ния(5.62),прикоторомдостигаетсяцельуправления(5.53)
дляобъектаснеизвестнойпередаточнойфункцией(5.38)при
m=n−1,имеетвид

β̇=−G
−1
δe,(5.67)

гдеG–произвольнаяположительно-определеннаяматрица
чиселразмеров2n×2n.

Доказательствоутвержденияприведенов[]
Пример.Пустьимеетсяобъектуправленияспередаточнойфунк-

цией

w(s)
s
2
+k1s+k0

s3+d2s2+d1s+d0
,(5.68)

параметрыкоторойнеизвестны.

Требуетсяпостроитьадаптивныйрегулятор,прикоторомвыход
объектаyприближалсябыквыходнойпеременнойэталонноймо-
делиспередаточнойфункцией

w(s)
(s

2
+4s+3,79)

s3+6s2+11s+6
.(5.69)

Определимизравенства(5.65)параметрыуравненийсостояния
вспомогательныхгенераторов

ρ0=3,79;ρ1=4.(5.70)

Структурнаясхемарассматриваемойадаптивнойсистемыприве-
денанарис5.7.

Рис.5.7.

Алгоритмнастройкипараметроврегулятора

u=β0y+β1v
(1)
1+β2v

(1)
2+β3g+β4v

(2)
1+β5v

(2)
2(5.71)

имеетвид

β̇0=−γ
−1
0ey;β̇1=−γ

−1
1ev

(1)
1;(5.72)

β̇2=−γ
−1
2ev

(1)
2;β̇3=−γ

−1
3eg;(5.73)

β̇4=−γ
−1
4ev

(2)
1;β̇5=−γ

−1
3ev

(2)
2,(5.74)

гдеγi(i=0,5)–положительныечисла.
Системысэталонноймодельюявилисьпервымиадаптивнымиси-

стемами.Адаптивноеуправлениевэтихсистемахвначалестроилось
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безучетавнешнихвозмущений[5.10],[5.8].Затем,вработе[5.9]бы-
лопоказано,чтоэтисистемымогуттерятьустойчивостьпривнеш-
нихвозмущениях.В[5.13]-[5.15]предлагаютсяразличныеалгоритмы
управлениясучетомвнешнихвозмущений.

6Идентификация

Идентификация,понимаемая,какиранее,вузкомсмысле(какопре-
делениепараметровобъектауправления),являетсяважнымэтапом
припроектированиисистемуправления.Кнастоящемувременираз-
работаномногоприемов,способовиметодовопределенияпарамет-
ровобъектов.Нижеприводятсялишьтеизних,которыеисполь-
зуютсядляпостроенияидентификационныхалгоритмовадаптивно-
гоуправления.Вначалеизлагаетсяметоднаименьшихквадратов,в
которомвнешниевоздействияишумыявляютсябелошумнымислу-
чайнымипроцессами,затемприводитсяметодконечно-частотной
идентификации.Онпозволяетидентифицироватьобъектпривозму-
щенияхснеизвестнымистатистическимихарактеристиками.

6.1Методнаименьшихквадратов

6.1.1Некоторыепонятиятеориивременныхрядов

Рассмотримобъект,описываемыйуравнением

y(k)+ϕ1z
−1
y(k)+...+ϕn−1z

−(n−1)
y(k)+ϕnz

−n
y(k)=

=r0f(k)+r1z
−1
f(k)+...+rµ−1z

−(µ−1)
f(k)+rµz

−µ
f(k)

(k=1,...)

(6.1)

Дляасимптотическиустойчивыхпроцессовбудемтакжеисполь-
зоватьмодель

y(k)=
∞∑

i=0

h(l)f(k−l)=
∞∑

i=0

hlz
−l
f(k),(6.2)

вкоторойчислаhlопределяютсявыражением

r0+...+rµ−1z
−(µ−1)

+rµz
−µ

1+ϕz−1+...+ϕn−1z−(n−1)+ϕnz−n=h0+h1z
−1

+h2z
−2

+...

(6.3)

Дляасимптотическиустойчивыхпроцессовh(t)→0приt→
∞,поэтомуможноограничитсяконечнымчислом(q)слагаемыхв
(6.2).Тогда
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y(k)=

q∑

i=0

hlz
−l
f(k).(6.4)

Этовыражениеявляетсявременнымрядом,позволяющимнайти
yвмоментвремениkпозначениямfвqмоментоввремени,
предшествующихмоментуk.

Уравнение(6.4)называетсямодельюсоскользящимсреднимСС-
модель).

Пустьв(6.1)ri=0(i=1,µ),r0=1,тогда

y(k)=−
n∑

i=1

ϕiz
−(i)

y(k)+f(k).(6.5)

Этотакжевременнойряд,определяющийзначениеyвмомент
времениkнаосновезначенийyвмоменты,предшествовавшиеk
изначениюf(k).

Выражение(6.5)называетсяавторегрессионноймоделью(АР-
модель).

Инаконец,модель(6.1),которуюможнозаписатькак

y(k)=−
n∑

i=1

ϕiz
−i
y(k)+

µ∑

j=0

riz
−j
f(k),(6.6)

называетсяавторегрессионноймодельюсоскользящимсредним
(АРСС-модель).

Пустьпараметрымоделей(6.5),(6.6)неизвестны,тогдаиспользуя
дляобозначениянеизвестныхпараметроввекторα,запишемэти
моделиввиде

y(k)=
n∑

i=1

αiz
−i
y(k)+f(k);(6.7)

y(k)=

n∑

i=1

αiz
−i
y(k)+

µ∑

j=0

αn+j+1z
−j
f(k).(6.8)

Требуетсяпоизвестным(врезультатеизмерений)значениямy(k)
(k=0,1,2,...)найтивекторпараметровα.

6.1.2Методнаименьшихквадратов

Пустьвмодели(6.7)n=2,аy(k),f(k)(k=0,1,2,...)точно
измеряютсяитребуетсяопределитьпараметрыα2α1уравнения
(6.7),котороепринимаетвид

y(k)=α1y(k−1)+α2y(k−2)+f(k)(k=0,1,2,...).(6.9)

Записываяэтоуравнениедляk=2иk=3,получимсистему
алгебраическихуравнений

α1y(1)+α2y(0)=y(2)−f(2);
α1y(2)+α2y(1)=y(3)−f(3),

}
(6.10)

решаякоторуюнайдемискомыечислаα2,α1.
Допустимтеперь,чтовнешнеевозмущениеf(k)(k=0,1,2,...)

неизвестно.Тогдадлякаждойпарыуравненийвида(6.10),записан-
нойдляразличныхk(следующаяпарапорождаетсяk=4,k=5,
затемk=6,k=7ит.д.),получимразличныезначенияискомых
параметровα2,α1.Возникаетмысльопределитьα2,α1так,
чтобыразность(невязка)междуправойилевойчастямиуравнения
(6.9)приk=2,...,Nбыланаименьшей.Дляэтогосформируем
суммуквадратовневязок

LN=

N∑

k=2

[y(k)−α1y(k−1)−α2y(k−2)]
2
.(6.11)

НеобходимоеидостаточноеусловиеминимумаLNсоставляетси-
стемуиздвухалгебраическихуравнений

∂LN
∂α2

=2

N∑

k=2

[y(k)−α1y(k−1)−α2y(k−2)]y(k−2),(6.12)

∂LN
∂α1

=2
N∑

k=2

[y(k)−α1y(k−1)−α2y(k−2)−f(k)]y(k−1)=0,

(6.13)
решаякоторую,найдемискомыечислаα2,α1.

Переходякобщемуслучаюзапишемавторегрессионнуюмодель
(6.7)ввекторнойформе
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y(k)=α
′
δy(k)+f(k)(k=n,n+1,...),(6.14)

где

α=‖α1,α2,...,αn‖
′
;δy(k)=‖y(k−1),...,y(k−n)‖

′
.(6.15)

В(6.14)вотличиеот(6.7)принятоначальноезначениеk=n.
Этосвязаностем,чтоприk≥nвекторδ(k)содержиттолько
результатыизмерений,тогдакаквпротивномслучаеонсодержал
бынеизвестныеначальныеусловияy(−1),y(−2)ит.д.

Посколькуфункцияf(k)(k=0,1,...)неизвестна,тобудемис-
катьтакуюоценкуα̂вектораα,чтобысуммаквадратов"невязок"

LN=

N∑

k=n

[y(k)−α̂
′
δ(k)]

2
,(N−n>n)(6.16)

быламинимальной.Дифференцируя(6.16)покомпонентамвектора
α̂иприравниваянулюпроизводные,получим

[N∑

k=n

δy(k)δ
′
y(k)

]
α̂=

N∑

k=n

δy(k)y(k).(6.17)

Вводяобозначение

PN=

[N∑

k=n

δy(k)δ
′
y(k)

]−1

,(6.18)

найдемиз(6.17)искомыйвектор(6.18)

α̂=PN

N∑

k=n

δy(k)y(k).(6.19)

Выведемещеоднуэквивалентную(6.19)формулудляоценкивек-
тораαнаосновеметоданаименьшихквадратов.Всвязисэтим
введемврассмотрениеN−n-мерныевекторыηиv,атакже
матрицуU:

η=

∥∥
∥∥
∥∥
∥∥
∥

y(n)
y(n+1)
..
.
y(N)

∥∥
∥∥
∥∥
∥∥
∥

;U=

∥∥
∥∥
∥∥
∥∥
∥

δ
′
y(n)
δ
′
y(n+1)

..

.
δ
′
y(N)

∥∥
∥∥
∥∥
∥∥
∥

;v=

∥∥
∥∥
∥∥
∥∥
∥

f(n)
f(n+1)
..
.
f(N)

∥∥
∥∥
∥∥
∥∥
∥
.(6.20)

Приэтихобозначенияхуравнения(6.14)дляk=n,N−nими-
нимизируемаяфункцияLNпримутвид

η=Uα+v;(6.21)

LN=[η−Uα̂]
′
[η−Uα̂].(6.22)

Дифференцируя(6.22)покомпонентамвектораα̂иприравнивая
производнуюнулю,получимU

′
[η−Uα̂]=0,отсюда

α̂=[U
′
U]

−1
U

′
η.(6.23)

Пример.Пустьимеетсяасимптотическиустойчивыйобъект
управления,описываемыйуравнением

ẏ+d0y=0.(6.24)

вкоторомпараметрd0ивоздействиеf(t)неизвестны.Пустьв
результатеизмеренийвыходаобъектавизвестныемоментывремени
0,h,2h,...(h=0,08)получены

y(0)=1,5;y(1)=0,6;y(2)=0,56;y(3)=0,236.(6.25)

Требуетсяопределитьпараметрd0.
Переходякрешениюэтойзадачи,аппроксимируем(6.24)разност-

нымуравнениемвида

y(kh)+ϕ1y[(k−1)h]=r0f(kh)(k=0,1,...)(6.26)

ипредставимэтоуравнениекакавторегрессионнуюмодель(6.7):

y(k)=α1z
−1
y(k)+f̃(k);(6.27)
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где

α1=−ϕ1=
1

d0h+1
;f̃(k)=

h

d0h+1
f(k).(6.28)

Вычислимпоформуле(6.18)значениеP
−1
N.Врассматриваемом

случаевсоответствиис(6.15)δy(k)=y(k−1)и,такимобразом,

P
−1
N=

3∑

k=1

y
2
(k−1)=1,5

2
+0,6

2
+0,56

2
=2,92.

Наоснове(6.19)заключаем,что

α̂1=
1

2,92
(y(0)y(1)+y(1)y(2)+y(2)y(3))=0,47,(6.29)

и,следовательно,оценкаискомогозначения

α̂0=−α̂1+1

hα̂1
=14.(6.30)

Еслииспользоватьдляопределенияпараметраα̂1формулу
(6.23),тоследуетввестивекторηиматрицуU:

η=

∥∥
∥∥
∥∥

y(1)
y(2)
y(3)

∥∥
∥∥
∥∥=

∥∥
∥∥
∥∥

0,6
0,56
0,236;

∥∥
∥∥
∥∥;U=

∥∥
∥∥
∥∥

1,5
0,6
0,56

∥∥
∥∥
∥∥,

тогдаполучимвновь

α̂1=0,47.(6.31)

6.1.3Рекуррентныйалгоритмметоданаименьшихквадра-

тов

Представимсебереальныйфизическийпроцесс,описываемыйав-
торегрессионноймоделью(6.7)снеизвестнымипараметрамиαi
(i=1,n).Пустьтребуетсяидентифицироватьэтипараметрывтем-
переальногопроцесса.Этоозначает,чтооценканеизвестныхпара-
метровдолжнаосуществлятьсясразупослеочередногоизмерения
выходаобъекта.Используяметоднаименьшихквадратов,можнопо-
ступатьтак:послеN+1-гоизмерениявычислитьвсоответствии
с(6.18)(9.2.22)значениеPN+1изатемнайтиоценкуα̂

(N+1)
по

формуле(6.19),послеPN+2-гоизмерения,используя(6.18),(6.19),
снованайтиоценкуα̂

(N+1)
ит.д.

Такимобразом,послекаждогоизмерениянеобходимозановоосу-
ществлятьобращениематрицыпоформуле(6.18)ивычисление
оценкипо(6.19).Всвязисэтимвозникаетвопрос:нельзялинайти
вявнойформесвязьмеждуоценкойпослеi-гоизмерения,содной
стороны,иоценкойпослеi−1-гоизмеренияирезультатамиi-го
измерения–сдругой.

Утверждение.Рекуррентныйалгоритмметоданаименьших
квадратовдляпоследовательнойоценкипараметровавторе-
грессионноймодели(6.7)имеетвид:

α̂
(i)

=α̂
(i−1)

+k
(i)[

y(i)−δ
′
y(i)α̂

(i−1)]
(i=n,n+1,...);(6.32)

k
(i)

=Piδy(i)Pi−1δy(i)
[
1+δ

′
yPi−1δy(i)

]−1
;(6.33)

Pi=Pi−1−Pi−1δy(i)
[
1+δ

′
yPi−1δy(i)

]−1
δy(i)Pi−1,(6.34)

гдеα̂
(i)

–оценкавекторапараметровαпослеi-гоизмерения
выходнойпеременнойy.
Вкачественачальныхусловийдляалгоритмаможнопринять

α̂
(0)

=0;P0=aEn,(6.35)

гдеa–достаточнобольшоеположительноечисло.

Доказательствоутверждениянесложно.Действительно,наоснове
(6.17),(6.18)запишем

P
−1
Nα̂

(N)
=

N∑

k=n

δy(k)y(k)=

N−1 ∑

k=n

δy(k)y(k)+δy(N)y(N).(6.36)

Заменяяy(k)егооценкойδ
′
y(k)α̂

(N−1)
,получимвыражение
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P
−1
Nα̂

(N)
=

N−1 ∑

k=n

δy(k)δ
′
y(k)α̂

(N−1)
+δy(N)y(N)=

=

[N∑

k=n

δy(k)δ
′
y(k)

]
α̂

(N−1)
+δy(N)y(N)−δy(N)δ

′
y(N)α

(N−1)
=

=P
−1
Nα̂

(N−1)
+δy(N)

[
y(N)−δ

′
y(N)α̂

(N−1)]
,

котороепослеумноженияегослеванаPNсовпадаетс(6.32).
Переходяквыводусоотношения(6.34),запишем(6.18)ввиде

P
−1
N=

N∑

k=n

δy(k)δ
′
y(k)=

N−1 ∑

k=n

δy(k)δ
′
y(k)+δy(N)δ

′
y(N)=P

−1
N−1+δy(N)δ

′
y(N).

(6.37)
УмножаяэторавенствослеванаPNисправанаPN−1,получим

PN−1=PN+PNδy(N)δ
′
y(N)PN−1.(6.38)

Отсюдаследует,послеумножениянаδy(N),что

PN−1δy(N)=PNδy(N)
[
1+δ

′
y(N)PN−1δy(N)

]

или

PNδy(N)=PN−1δy(N)
[
1+δ

′
y(N)PN−1δy(N)

]−1
.

Умножаяэтовыражениесправанаδ
′
(N)PN−1иучитывая(6.38),

получим(6.34),аподставляяеговпервоеизсоотношений(6.33),
получимвторое.Такимобразом,утверждениедоказано.

Отметим,чтооднимиздостоинстврекуррентногоалгоритмаяв-
ляетсятообстоятельство,чтооннесодержитоперацииобращения
матриц,таккаквходящеев(6.34)выражение[1+δ

′
(i)Pi−1δy(i)]яв-

ляетсяскаляром.Этоталгоритмприводиткоценке,обладающей
следующимсвойством.

Есливнешнееевозмущениеf(k)(k=0,1,...)представляет
собойпоследовательностьнезависимыходинаковораспределенных
случайныхвеличин(такоевнешнеевозмущениеназывается"белым

шумом"),тооценкаα̂сходитсякистинномувекторупараметров
объекта.

Пример.Применималгоритм(6.32)–(6.34)дляоценкипарамет-
раα1модели(6.27)изпримера6.1.2.Итак,пустьврезультатеизме-
ренийполученоy(0)=1,5;y(1)=0,6.Найдемвначалезначение
p1поформуле(6.34).Принимаявовнимание,чтоврассматривае-
момслучаеδy(i)=y(i−1)иp1-скаляры,запишем(6.34)ввиде

pi=
pi−1

1+δ2
y(i)pi−1

.(6.39)

Крометого,всоответствиис(6.35)примем

α̂
(0)
1=0;p0=1,(6.40)

тогдаиз(9.2.43)при1=1получим

p1=
1

1+(1,5)2·1=0,31.

Наоснове(6.32)заключаем

α̂
(1)
1=α̂

(0)
1+p1y(0)

[
y(1)−y(0)α̂

(0)
1

]
=0,276.(6.41)

Пустьпослетретьегоизмеренияполученоy1(2)=0,56.Тогда
оценку(6.41)можноуточнить.Дляэтоговычислим

p2=
p1

1+δ2
y(2)p1

=
0,31

1+(0,6)20,31
=0,28

и

α̂
(2)
1=α̂

(1)
1+p2y(1)

[
y(2)−y(1)α̂

(1)
1

]
=0,336.(6.42)

Затемпослечетвертогоизмеренияполучимy(3)=0,236.Вновь
уточняяоценку(6.42),найдем

p3=
p2

1+δ2
y(3)p2

=
0,28

1+(0,56)20,28
=0,26;

α̂
(3)
1=α̂

(2)
1+p3y

(2)[
y(3)−y(2)α̂

(2)
1

]
=0,394.(6.43)

Этаоценкаприближаетсякоценке(6.29),полученнойприисполь-
зованиинерекуррентногоалгоритманаименьшихквадратов.
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6.1.4ОценкапараметровАРСС-модели

Переходякоценкепараметровавторегрессионноймоделисосколь-
зящимсредним,запишем(6.8)ввекторнойформе:

y(k)=α
′
δ
(4)

(k)+αn+1f(k)(k=0,1,2,...),(6.44)

где

α
′
=||α1,...,αn,αn+2,...,αn+µ+1||;

δ
(4)

(k)=||y(k−1),...,y(k−n),f(k−1),...,f(k−µ)||
′
.

}
(6.45)

Формальноуравнение(6.44)эквивалентноуравнению(6.14),по-
этомудляопределениявекторапараметровαможноиспользовать
рекуррентныйалгоритм(6.32)...(6.34).Однаковекторδ

(4)
(k)со-

держитнеизмеряемыевеличиныf(k−1),...,f(k−µ).Всвязис
этимоценим,используя(6.44),переменнуюf(k),полагаябезпоте-
риобщностиαn+1=1:

f̂(k)=y(k)−α̂
′
δ
(4)

(k)(k=0,1,2,...).(6.46)

Задаваясьначальнымиусловиямиy(−i)=y
(0)

(−i),f(−i)=
f

(0)
(−i)(i=1,n,j=1,µ)заменимнеизмеряемыекомпонен-

тывектораδ
(4)

(k)ихоценкамиисформируемδ̂(k)=||y(k−
1),...,y(k−n),f(k−1),...,f(k−µ)||.

Такимобразом,общийалгоритмпоследовательногооценивания
принимаетвид

α̂
(i)

=α̂
(i−1)

+k
(i)

[y(i)−δ̂
′
(i)α̂

(i−1)
];(6.47)

k
(i)

=Piδ̂(i);(6.48)

Pi=Pi−1−Pi−1δ̂(i)[1+δ̂
′
(i)Pi−1δ̂

′
(i)]

−1
δ̂(i)Pi−1.(6.49)

Этоталгоритмможетприводитьксмещеннымоценкамα̂.Для
получениянесмещенныхоценокследуетполагатьв(6.45)вместоn
числоn

′
>n.Фиксируянекотороеn

′
ииспользуяалгоритм(6.47)

...(6.47),находимα̂иопределяемпоформуле(6.46)последова-
тельностьf(k)(k=0,1,2,...),еслионанекоррелирована,то
этосвидетельствуетонесмещенностиисостоятельностиоценкиα̂.

Еслижепоследовательностьf(k)(k=0,1,2,...)коррелирова-
на,тоследуетувеличитьчислоn

′
дотехпор,покаэлементыэтой

последовательностиокажутсянезависимыми.

6.1.5Программноеобеспечение

Рассмотриобъект,описываемыйуравнением

y(k)=−
n∑

i=1

ϕiz
−i
y(k)+

n∑

j=0

riz
−j
u(k)+

µ∑

j=0

ciz
−j
f(k),(6.50)

МАТЛАБ-функциидляидентификацииэтогообъекта:

1)th=armax(p,nn)-оценкакоэффициентовдискретноймодели
(6.50)спомощьюметоданаименьшихквадратов

Аргументыфункции:

p=[y,u]-матрицаэкспериментальныхданных;вмногомерном
случаеuявляетсяматрицейсчисломстолбцовравнымчислувхо-
дов.

nn=[nϕ,nr,nc]-степениполиномовz1дискретноймодели(6.50)

Результаты:Оценкикоэффициентовдискретноймодели(6.50)

2)thm=rarmax(p,nn,adm,adg)-оценкакоэффициентовдис-
кретноймодели(6.50)спомощьюрекуррентногометоданаименьших
квадратов.Здесьadmиadgаргументы,задающиевидпроцедуры
идентификации,например,значенияadm=ffиadg=lamза-
даютрекуррентныйалгоритм.

Векторδвэтихфункцияхсодержитнарядусy(k−1),...,y(k−n)
измеряемыепеременныеu(k),...,u(k−n)ивэтомслучаевыраже-
ниедляy(k)имеетструктуру(??)

6.2Конечно-частотнаяидентификация

Частотныеметодыслужатдляидентификациинепрерывныхобъек-
товуправления.Внихможновыделить"классический"частотныйи
конечно-частотныйметодыидентификации.

Всоответствииспервымметодом[6.12]–[6.14]объектвозбуждает-
сяиспытательнымсигналом,которыйявляетсясуммойбесконечного
числаизвестныхгармоник.Коэффициентыпередаточнойфункции
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объектанаходятсяминимизациейсуммыквадратовразностиизме-
ряемыхчастотныххарактеристикичастотныххарактеристик,соот-
ветствующихискомымкоэффициентам.Возмущениячастотныхха-
рактеристикпредполагаютсябелошумнымиидляминимизацииука-
заннойсуммыиспользуетсяспециальныйметоднаименьшихквадра-
тов.

Вконечно-частотномметоде[6.10],[6.15]испытательныйсигналсо-
держитминимальновозможноечислогармоник(равноеразмерно-
стивекторапространствасостоянийобъекта)иэтопозволяетсуще-
ственнорасширитьклассвозмущенийипомех,прикоторыхдости-
гаетсянеобходимаяточностьидентификации.

6.2.1Постановказадачииподходкеерешению

Рассмотримполностьюуправляемыйиасимптотическиустойчивый
объектуправления,описываемыйуравнением

y
(n)

+dn−1y
(n−1)

+···+d1ẏ+d0y=kmu
(m)

+···+k1u̇+k0u+f,(6.51)

вкоторомкоэффициентыdi,kj(i=0,n−1,(j=0,m–неиз-
вестныечисла,n–известно,m(m<n)–неизвестно,f(t)–
неизвестнаяограниченнаяфункция

|f(t)|≤f
∗
,(6.52)

гдеf
∗

–число.
Задачаидентификациисостоитвнахожденииоценокd̂iиk̂i

(i=0,n−1)коэффициентовуравнения(6.51)таких,чтобыошиб-

киидентификации∆di=di−d̂i,∆ki=kj−k̂iудовлетворяли
требованиям

|∆di|≤ε
d
i,|∆ki|≤ε

k
i(i=0,n−1),(6.53)

вкоторыхε
d
i,ε

k
i(i=0,n−1)–заданныечисла.

Отличиеэтойзадачиотрассматриваемыхранеесостоитвтом,
чтонеизвестныстатистическиехарактеристикивозмущенияf(t).
Отсутствиесведенийовозмущенииприводитктому,чтовыходобъ-
ектаy(t)зависитотнеизвестныхегокоэффициентовинеизвест-
ноговозмущения,ипоэтому,точностьидентификацииограниченав
принципеизависитотвозмущения,реализуещегосявпроцессеиден-
тификации.

Длярешениязадачиидентификациинеобходимовыделитьсостав-
ляющуювыхода,котораязависиттолькоотнеизвестныхкоэффици-
ентов.

Дляэтойцелииспользуемиспытательныйсигнал

u(t)=
n∑

k=1

ρksinωkt,(6.54)

вкоторомамплитудыρk(k=1,n)ииспытательныечастотыωk
(k=1,n)–заданныеположительныечисла.

Вэтомслучаевыходобъектаможнопредставитькак

y(t)=y(t)+y0(t)+yf(t),(6.55)

гдеy(t)–составляющая,вызваннаяиспытательнымсигналом
(6.54),y0(t)–зависитотначальныхусловий,yf(t)возбуждает-
сявозмущениемf(t).

Составляющаяy(t)независитотвозмущенияипоэтомунеобхо-
димовыделитьееизвыходногосигналаизатемиспользоватьеедля
идентификации,достигаяприэтомтребуемойточности(6.53).Такое
выделениеосуществляетсяспомощьюфильтраФурье,спомощью
которогонаходятсяоценкичастотныхпараметров.

6.2.2Частотныепараметрыичастотныеуравнения

Частотнымипараметраминазываетсянабор2nчисел

αk=Rew0(jωk),βk=Imw0(jωk)(k=1,n),(6.56)

гдеw0(s)=
k(s)

d(s)
.

Найдемсвязьчастотныхпараметровскоэффициентамиобъекта
Очевидно,что

k(jωk)

d(jωk)
=αk+jβk(k=1,n).(6.57)

Отсюдаследуетсистемауравнений

k(jωk)−(αk+jβk)d̄(jωk)=(αk+jβk)(jωk)
n

(k=1,n),(6.58)

гдеd̄(s)=d(s)−s=dn−1s
n−1

+···+d0.

165166



Заменяявэтойсистемечастотныепараметрыихоценкамиα̂k,
β̂k(k=1,n),которые,какпоказанониже,являютсявыходами
фильтраФурье,изаписываяеевболееподробнойформе,получим
частотныеуравненияидентификации

n−1 ∑

i=0

(jωk)
i
k̂i−(α̂k+jβ̂k)

n−1 ∑

i=0

(jωk)
i
d̂i=(α̂k+jβ̂k)(jωk)

n
(k=1,n).

(6.59)

Этиуравненияможнозаписатьввидесистемы2nлинейныхал-
гебраическихуравненийдляопределения2nнеизвестныхk̂iиd̂i
(i=0,n−1).

Утверждение.Еслиобъектполностьюуправляем,испыта-
тельныечастотыωk(k=1,n)–различныичастотныепара-

метрыизвестныточно(α̂k=αk,(β̂k=βkk=1,n),точастот-

ныеуравнения(6.59)имеютединственноерешениеd̂i=di,

k̂i=ki(гдеkn−1=···=km=1=0)иэторешениенезависит
отвыбораиспытательныхчастот.

Доказательствоутвержденияполученов[6.19].

Пример.Запишемчастотныеуравнениядляслучаяn=2.В
этомслучаеобъектописываетсяуравнением

ÿ+d1ẏ+d0y=k1u̇+k0u.(6.60)

Частотныеуравнениядляопределенияоценоккоэффициентов
этогообъектаимеютвид

k̂0+(jωk)k̂1−(α̂k+jβ̂k)(d̂0+(jωk)d̂1)=(α̂k+jβ̂k)(jωk)
2
,(k=1,2).

(6.61)

Ихможнозаписатькаксистемуиз4-хуравнений:

k̂0−α̂kd̂0+β̂kωkd̂1=−α̂kω
2
k

ωkk̂1−βkd̂0−α̂kωkd̂1=−β̂kω
2
k

(k=1,2)(6.62)

дляопределения4-хнеизвестныхd̂1,d̂0,k̂1,k̂0.

6.2.3Экспериментальноеопределениечастотныхпарамет-

ров

Подадимвыходобъекта(6.51),возбужденногоиспытательнымсиг-
налом(6.54)навходфильтраФурье,описываемоговыражениями

αk(τ)=
2

ρkτ

τ∫

0

y(t)sinωktdt

βk(τ)=
2

ρkτ

τ∫

0

y(t)cosωktdt

(k=1,n),(6.63)

гдеτ–времяфильтрации.
Обозначимα̂k,β̂k(k=1,n)выходыфильтрапрификсирован-

номτ.
Убедимся,чтоприотсутствиивозмущения(f(t)=0)выходы

фильтрасходятсякчастотнымпараметрам:

lim
τ→∞

αk(τ)=αk,lim
τ→∞

βk(τ)=βk(k=1,n).(6.64)

Составляющаявыходаобъекта,вызваннаяиспытательнымсигна-
ломсостоитизвынужденнойкомпонентыyb(t)исопровождающей
(затухающей)функцииæ(t):y(t)=yb(t)+æ(t).

Вынужденнаясоставляющаяописываетсявыражением

yb(t)=

n∑

k=1

ρk[αksinωkt+βkcosωkt].(6.65)

Подставляявыражение(6.55)длявыходаобъектасучетомf(t)=
0исоотношения(6.65)в(6.63),получим,например,дляпервого
выходафильтра

α1(τ)=
2

τ

τ∫

0

[α1sinωkt+β1cosωkt]sinωktdt+α10(τ)+α11(tau)=

=α1−
α1

τ

τ∫

0

cos2ω1tdt+
β1

τ

τ∫

0

sin2ω1tdt+α10(tau)+α11(tau),

(6.66)
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где

α10(tau)=
2

ρ1τ

τ∫

0

[æ(t)+y0(t)]sinω1tdt,

α11(tau)=
2

ρ1τ

τ∫

0

[n∑

k=2

ρk[αksinωkt+βkcosωkt]sinω1tdt.

(6.67)

Таккакзначенияинтегральныхвыраженийограничены,тоиз
(6.66)следуетlim

τ→∞
α1(τ)=α1.Дляостальныхвыходовфильтра

ситуацияаналогичнаипоэтомусправедливосоотношение(6.64).

Когдавозмущениеf(t)6=0,тоэтисоотношениямогутнарушать-
ся.Например,еслиf(t)содержитгармоники,частотыкоторыхсов-
падаютсиспытательнымичастотами,аамплитудынеизвестны.В
этомслучаеамплитударезультирующего"испытательногосигна-
ла"известнасточностьюдонеизвестныхамплитудгармониквоз-
мущения.

Опишемвозмущения,прикоторыхвыходыфильтрасходятсяк
частотнымпараметрам.

Введемэкспериментальнополучаемыефункции

`
α
k(τ)=

2

ρkτ

τ∫

0

ȳ(t)sinωktdt;

`
β
k(τ)=

2

ρkτ

τ∫

0

ȳ(t)cosωktdt,

(6.68)

являющиесявыходамифильтраФурье,навходыкоторогоподается
"естественный"выходобъекта,когдаu(t)=0,(ȳ(t)=y0(t)+yf(t)).

Определение.Возмущениеf(t)называетсяФФ-
фильтруемым(фильтруемымспомощьюфильтраФурье)на
заданномнабореиспытательныхчастотωk(k=1,n)если
существуетвремяфильтрацииτ

∗
такое,чтовыполняются

неравенства

|`
α
k(τ)|≤ε

α
k,
∣∣
∣`
β
k(τ)

∣∣
∣≤ε

β
k(k=1,n),(6.69)

вкоторыхε
α
kиε

β
k(k=1,n)–достаточномалыезаданные

числа.
Есливозмущениятаковы,что

lim
τ→∞

`
α
k(τ)=lim

τ→∞
`
β
k(τ)=0,(6.70)

тоононазываетсястрогоФФ-фильтруемым.

Нетруднопроверить,что,например,возмущение

f(t)=

n1 ∑

k−1

δksinω
f
kt,(6.71)

гдеn1,δk,ω
f
k–неизвестныечисла,являетсястрогоФФ-

фильтруемым,еслиω
f
k6=ωi((i=1,n),k=1,n1).

Утверждение.Есливозмущениеf(t)являетсяФФ-
фильруемым,тосуществуетвремяфильтрацииτ

∗∗
такое,что

ошибкифильтрации∆α
k
(τ)=α

k
−α

k
(τ),∆β

k
(τ)=β

k
−β

k
(τ)

(k=1,n),удовлетворяютнеравенствам

|∆αk(τ)|≤ε
α
k,|∆βk(τ)|≤ε

β
k(k=1,n),(6.72)

Есливозмущение–строгоФФ-фильтруемо,тоэтиошибки–
исчезающиефункции

lim
τ→∞

∆αk(τ)=lim
τ→∞

∆βk(τ)=0(k=1,n),(6.73)

Доказательствоутверждения,данноев[6.20]следуетизвидаоце-
нокчастотныхпараметров

αk(τ)=αk+e
α
k(τ)+`

α
k(τ),βk(τ)=βk+e

β
k(τ)+`

β
k(τ)(k=1,n),(6.74)
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вкоторомслагаемыеe
α
k(τ)иe

β
k(τ)(k=1,n)–зависятотисчеза-

ющихфункцийæ(t)иy0(t)ипоэтомуlim
τ→∞

e
α
k(τ)=lim

τ→∞
e
β
k(τ)=0

(k=1,n).Учитываяусловия(6.69),получимнеравенства(6.72)и
(6.73).

6.2.4Процедураидентификации

Далеебудемполагать,чтоиспытательныесигналыкратныбазо-
войчастотеωb.Этоозначает,чтоωk=ckωb(k=1,n),гдеck
(k=1,n)–заданныецелыеположительныечисла.Будемизмерять
выходыфильтраФурьевдискретныемоментыτ=qT,гдебазо-

выйпериодT=
2π

ωb
,q=1,2,....Вэтомслучае,какнетрудно

показать,ошибкифильтрацииуменьшаются,таккаксоставляющие
выходавида(6.67)равнынулю.

Дляопределениядлительностиидентификациибудемиспользо-
ватьследующиенеобходимыеусловиясходимостиидентификации

|di(qT)−di[(q−1)T)]|≤ε
d
i,|ki(qT)−ki[(q−1)T)]|≤ε

k
i(i=0,n−1),

(6.75)
гдеdi(qT)иki(qT)(i=0,n−1)–оценкикоэффициентовобъек-
та,получаемыеврезультатерешениячастотныхуравнений(6.59),в

которыхα̂k=αk(qT),β̂k=βk(qT)q=1,2,....
Процедураконечно-частотнойидентификации:

•приложитьвыходобъекта(6.51),возбужденногоиспытатель-
нымсигналом(6.54),ковходуфильтраФурье(6.63);

•измеритьвыходыαk(qT)иβk(qT)(k=1,n)этогофильтра
вмоментывремениτ=(qT)q=1,2,...;

•найтиоценкикоэффициентовобъекта,решаядлякаждогомо-
ментавремениτ=(qT)частотныеуравнения(6.59);

•проверятьнеобходимыеусловия(6.75)длякаждогоqдотех
пор,покаэтиусловияневыполнятсядлянекоторогоq=q1.

Вмоментвремениτ=q1Tначинаетсяпроцессподтверждения
модели.Егоцелькосвеннопроверитьвыполнениетребований(6.53)
кточностиидентификации.Болеестрогийспособподтверждения
моделиследуетизраздела7.3.

Еслирезультатидентификациинеудовлетворителен,тоидентифи-
кацияпродолжаетсядотехпор,покабудетдостигнутанеобходимая
точность.Достижимостьцелиидентификации,выражаемойнеравн-
ствами(6.53),определяетсясвойствамивозмущения.Есливозмуще-
ниестрогоФФ-фильтруемо,топроцессидентификациисходитсяк
истиннымзначениямкоэффициентовобъекта:

Аналогичнаяпроцедураидентификациидискретныхобъектов
разработанав[6.21],[6.22]

lim
q→∞

di(qT)=di,lim
q→∞

ki(qT)=ki,(i=1,n).(6.76)

Этоследуетизутверждения(6.51)и(6.52).
ЕсливозмущениетолькоФФ-фильтруемо,товыполнениетребо-

ваний(6.53)зависитотграницε
α
iиε

β
i(i=1,n)внеравенствах

(6.69).

6.2.5Самонастройкаамплитудичастотиспытательного

сигнала

Вышепредполагалось,чтоамплитудыичастотыиспытательного
сигнала(6.54)заданы.

Еслииспытательныечастотыизвестны,тоамплитудыиспыта-
тельногосигналалегконаходятсяизследующегоусловия"малости
возбуждения":

|y(t)−ȳ(t)|≤εy,(6.77)

вкоторомεy–заданноеположительноечисло.
Этоусловиеозначает,чтоиспытательноевоздействиеможетизме-

нять"естественный"выходобъектаy(t)лишьвпределахзаданного
допускаεy.

Определениезначенийиспытательныхчастотявляетсяболее
сложнойзадачей.Интуитивноясно,чтоэтичастотыдолжнывы-
биратьсяиздиапазоначастот,гделогарифмическаяамплитудно-
частотнаяхарактеристика(ЛАЧХ)объектаимеетизломы.Напер-
выйвзглядможетпоказаться,чтоэтопротиворечитутверждению
6.2.2,всоответствиискоторымрешениечастотныхуравненийне
зависитотвыбораиспытательныхчастот.Однако,вдействительно-
сти,этосправедливолишьприточноизвестныхчастотныхпарамет-
рах,авчастотныхуравненияхиспользуютсяихоценки,ипоэтому
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длительностьидентификациисущественнозависитотвыбораиспы-
тательныхчастот.

Вработе[6.15]полученспособнахожденияверхнейинижнейгра-
нициспытательныхчастот.Опираясьнанегов[6.16],[6.18]постро-
еныалгоритмысамонастройкиамплитудичастотиспытательно-
госигнала.Краткоеизложениеэтихалгоритмовприведенонижев
п.8.3.4-п.8.3.7.приописаниидирективсистемыГАММА.

6.2.6Программноеобеспечение

СистемаГАММА:
1.ДирективаD111(Частотнаяидентификацияобъекта)
2.ДирективаD111sd(Частотнаяидентификацияссамонастрой-

койдлительностифильтрации).
3.ДирективаD111sad(Частотнаяидентификацияобъектасса-

монастройкойамплитудиспытательногосигнала).
4.ДирективаD111sfload(Частотнаяидентификацияобъектас

самонастройкойамплитудичастотиспытательногосигнала).
5.ДирективаD111sefad(Частотнаяидентификацияобъектасса-

монастройкойамплитудичастотиспытательногосигнала).
СистемаMATLAB:

6.3Комментарии

Кнастоящемувремениразработанрядметодовидентификацииобъ-
ектовуправления,описываемыхлинейнымидифференциальными
уравнениями.Этиметодыусловноможноразделитьнадвегруппы
взависимостиотпредположенийопомехахизмеренияивнешних
возмущениях,приложенныхкобъекту.

Первуюгруппусоставляютметодыидентификацииобъектов,по-
мехиивозмущениявкоторых–случайныепроцессысизвестными
статистическимихарактеристиками.Эторазличныевариантымето-
данаименьшихквадратовиметодастохастическойаппроксимации.
Ихописаниеприводитсявизвестныхкнигах[6.2]–[6.6].

Втораягруппа–этометодыидентификациипринеизвестных
ограниченныхпомехахивозмущениях(снеизвестнымистатистиче-
скимихарактеристиками):рандомизированныеалгоритмы[6.8],[6.9]
иконечно-частотнаяидентификация[6.10].

Особоеместозанимаетметодинструментальныхпеременных
[6.11].Разработанныйврамкахпервойгруппыонприменим,вот-

личиеотдругихметодовэтойгруппы,длярешениязадачвторой
группы,ипоэтомубудемотноситьегокпоследней.

Процессидентификацииможетбытьпассивнымлибоактивным.
Вслучаепассивнойидентификацииизмеряемымвходомобъектаяв-
ляетсяуправление,котороезависитотцелейобъектаинесвязано
сзадачейидентификации.Можетслучится,чтопритакомвходе
идентификацияобъектаневозможна.Всвязисэтимиспользуется
активнаяидентификация,прикоторойизмеряемыйвходобъекта
содержитнарядусуправлениемдополнительноевоздействие(испы-
тательныйсигнал),предназначенноедляидентификацииобъекта.

Методконечно-частотнойидентификациипредназначендляак-
тивнойидентификации.Испытательныйсигналпредставляетсобой
суммугармониксавтоматическинастраиваемыми(самонастраивае-
мыми)амплитудамиичастотами[6.16],[6.18].Числоэтихгармоник
непревышаетразмерностьвекторасостоянийобъектауправления.
Самонастройкаамплитудосуществляетсядлявыполнениятребова-
нийкдопустимымграницамвходаивыходаобъекта,которыевы-
полняются,когдаиспытательныйсигналотсутствует.

Рандомизированныеалгоритмыпредполагают,чтоиспытатель-
ныйсигнал–случайныйпроцесссизвестнымистатистическимиха-
рактеристикамиипоэтомутрудногарантироватьзаданныедопуска
навыходыобъекта.
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7Адаптивноеуправление

7.1Адаптивноеуправлениесидентификациейпо

методунаименьшихквадратов

7.1.1Постановказадачи

Рассмотримдискретныйобъектуправления,описываемыйуравне-
нием

y(k)+ϕ1y(k−1)+···+ϕny(k−n)=r1u(k−1)+···+rµ(k−n)+f(k),
k=1,...

(7.1)
гдеy(k)–измеряемая(выходная)переменнаяобъекта,f(k)–
внешнеевоздействие,являющеесяслучайнымпроцессомснезависи-
мымизначениями(случайнымпроцессомтипа"белыйшум"),при-
чем

M{f(k)}=0;M{f
2
(k)}=σ

2
f(7.2)

(σ
2
f–некотороечисло),параметрыϕi,rj,(i=1,n;j=1,µ)–

неизвестныечисла,M-символматематическогоожидания.
Требуетсянайтиалгоритмуправления,прикоторомдостигается

цельуправления,задаваемаякритерием

lim
k→∞

M{y
2
(k)}<∆,(7.3)

вкотором∆–заданноечисло.

Допустимвначале,чтопараметрыϕi,ri,(i=1,n)объекта
(7.1)известны.Пустьв(7.3)число∆=∞.Цельуправления

lim
k→∞

M{y
2
(k)}<∞(7.4)

достигаетсяприлюбомрегуляторе,обеспечивающемасимптотиче-
скуюустойчивостьсистемы.Потребуемдополнительнокасимпто-
тическойустойчивости,чтобыкорнихарактеристическогополинома
замкнутойсистемыимелинапередзаданныезначения.Такимобра-
зом,речьидетопостроениимодальногоуправлениядляобъекта
(7.1).Уравнениерегулятораимеетвид

ϕp0u(k)+ϕp1u(k−1)+···+ϕpnu(k−n)
=rp0y(k)+···+rpµpy(k−n),

(7.5)

гдеϕpi,rpi(i=0,n–искомыечисла.
Преобразуя(7.1),(7.5)поЛапласупринулевыхначальныхусло-

виях,запишемуравненияобъектаирегулятораввиде

ϕ(z
−1

)y=r(z
−1

)u+f(k),(7.6)

ϕp(z
−1

)u=rp(z
−1

)y+rp0y,(7.7)

гдеz–комплексноечисло;

ϕ(z
−1

)=1+

n∑

i=1

ϕiz
−i
,r(z

−1
)=

n∑

i=1

riz
−i
,(7.8)

ϕp(z
−1

)=ϕp0+
n∑

i=1

ϕpiz
−i

;rp(z
−1

)=
n∑

i=1

rpiz
−i
.(7.9)

Характеристическийполиномсистемы(7.6),(7.7)имеетвид

D(λ)=ϕ(λ)ϕp(λ)−r(λ)rp(λ)=
(
1+∑n

i=1ϕiλ
i)(∑n

i=0ϕpiλ
i)

−
(∑n

i=1riλ
i)(∑n

i=0rpiλ
i)
.

(7.10)
Желаемыйполиномзамкнутойсистемы

D
∗
(λ)=

(2n∏

i=1

λ
∗
i

)−12n∏

i=1

(λi−λ
∗
i)=d

2n
2nλ

2n
+···+d1λ+1,(7.11)

гдеλ
∗
i(i=1,2n)–заданныечисла,|λi|≥1(i=1,2n).

Дляреализуемостиалгоритмарегулирования(7.5)потребуем,что-
бы

r0=0.(7.12)

Крометого,пусть

ϕ0=1.(7.13)
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Дляопределенияостальныхпараметроврегулятора(7.5)прирав-
няемполиномы(7.10),(7.11).Тогда

(
1+

n∑

i=1

ϕiλ
i

)(
1+

n∑

i=1

ϕpiλ
i

)
−
(n∑

i=1

riλ
i

)(n∑

i=1

rpiλ
i

)
−

2n∑

i=1

d
∗
iλ
i
−1=0.

(7.14)
Приравниваянулюкоэффициентыприодинаковыхстепеняхλ,

получимсистемулинейныхалгебраическихуравненийотносительно
неизвестныхϕpi,rpi(i=1,n).Этасистемаимеетвид

N(β)υ=d
∗
,(7.15)

гдеυ=‖ϕp1,...,ϕpn,rp1,...,rpn‖
′
;d

∗
=
∥∥
d
∗
2n,d

∗
2n−1...,d

∗
1

∥∥′
;

N(β)–матрицачиселразмеров2n×2n,элементамикоторойявля-
ютсяизвестныепараметрыобъекта(7.1),представленныекакком-
понентывектораβ=‖−ϕ1,...,−ϕn,r1,...,−rn‖.В[?]показано,
чтоеслиобъект(7.1)полностьюуправляем[этоозначает,чтополи-
номыϕ(λ)иr(λ)неимеютобщихкорней]иd

∗
2n6=0,тосистема

(7.15)имеетединственноерешениеотносительноискомыхпарамет-
ровϕpi,ri(i=1,n).

Процедураопределенияпараметроврегулятора(7.5),при
которомхарактеристическийполиномзамкнутойсистемы
(7.1),(7.5)имеетзаданныезначенияλ

∗
i(i=1,2n)заключа-

етсявследующем:
1)сформироватькоэффициентыd

∗
i(i=1,2n)желаемогопо-

линома(7.11);
2)наосновеуравнения(7.14)построитьматрицучиселN(β)
уравнения(7.15);
3)решитьуравнение(7.15)инайтипараметрырегулятора
(7.5).

Пример.Дискретноемодальноеуправлениегирорамой.
Рассмотримгирораму,дискретнаямоделькоторойописывается

уравнениями.

x1(k+1)=x1(k)+ϕ12x2(k)+ϕ13x3(k)+r1(u(k)+f(k)),(7.16)

x2(x+1)=ϕ22x2(k)+ϕ23x3(k)+r2(u(k)+f(k)),(7.17)

x3(k+1)=ϕ32x2(k)+ϕ33x3(k)+r3(u(k)+f(k)),(7.18)

y(k)=x1(k)+χ(k).(7.19)

Требуетсянайтипараметрырегулятора

u(k)+ϕp1u(k−1)+ϕp2u(k−2)+ϕ3u(k−3)=rp1y(k−1)+rp2y(k−2)+rp3y(k−3),
(7.20)

такие,чтобыкорнихарактеристическогополиномазамкнутойсисте-
мы(7.16)–(7.20)имелизаданныезначенияλ

∗
1,λ

∗
2,λ

∗
3,λ

∗
4,λ

∗
5,

λ
∗
6.

Переходякрешениюэтойзадачи,приведемуравнениягирорамы
(7.16)–(7.19)квиду(7.1).Дляэтогозапишемсоотношения

y(k)=x1(k)+χ(k)=dx(k)+χ(k);d=‖1,0,0‖;

y(k−1)=dx(k−1)+χ(k−1)=dΦ
−1
x(k)−dΦ

−1
r(u(k−1)+f(k−1))+χ(k−1);

y(k−2)=dΦ
−2
x(k)−dΦ

−2
r(u(k−1)+f(k−1))−dΦ

−1
r(u(k−2)+f(k−2))+χ(k−2).

Разрешаяэтусистемуизтрехуравненийотносительнотрехмер-
ноговектораx(k)иподставляяполученноевыражениедляx(k)
вуравнениеy(k−3)=dΦ

−3
x(k)−dΦ

−3
r(u(k−1)+f(k−1))−

dΦ
−2
r(u(k−2)+f(k−2))−dΦ

−1
r(u(k−3)+f(k−3)+χ(k−3),

получимуравнениегирорамывформе"вход-выход"(7.1):

y(k)+ϕ1y(k−1)+ϕ2y(k−2)+ϕ3y(k−3)=r1u(k−1)+

r2u(k−2)+r3u(k−3)++r1f(k−1)+r2f(k−2)+r3f(k−3)+r
(1)
0χ(k)+

r
(1)
1χ(k−1)+r

(1)
2χ(k−2)+r

(1)
3χ(k−3).

(7.21)

Опускаемпокавнешниевозмущенияипомехиизапишемэтоурав-
нениеввиде

y(k)+ϕ1y(k−1)+ϕ2y(k−2)+ϕ3y(k−3)=r1u(k−1)+r2u(k−2)+r3u(k−3).
(7.22)

Всоответствииспроцедуроймодальногоуправленияобъектом
сформируемжелаемыйполиномзамкнутойсистемы
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D
∗
(λ)=[λ

∗
1λ

∗
2λ

∗
3λ

∗
4λ

∗
5λ

∗
6]

−1
·

(λ−λ
∗
1)(λ−λ

∗
2)(λ−λ

∗
3)(λ−λ

∗
4)(λ−λ

∗
5)(λ−λ

∗
6)=

=d
∗
6λ

6
+d

∗
5λ

5
+d

∗
4λ

4
+d

∗
3λ

3
+d

∗
2λ

2
+d

∗
1λ+d

∗
0.

(7.23)

Характеристическийполиномсистемы(7.20),(7.22)имеетвид

D(λ)=
(
1+ϕ1λ+ϕ2λ

2
+ϕ3λ

3)
· (

1+ϕp1λ+ϕp2λ
2

+ϕp3λ
3)

−

−
(
r1λ+r2λ

2
+r3λ

3)(
rp1λ+rp2λ

2
+rp3λ

3)
.

(7.24)

Сравниваякоэффициентыприодинаковыхстепеняхλполино-
мов(7.23),(7.24),получимсистемуалгебраическихуравнений(7.15):

ϕ3ϕp3−r3rp3=d
∗
6,

ϕ2ϕp3+ϕ3ϕp2−r2rp3−r3rp2=d
∗
5;

ϕ3ϕp1+ϕ2ϕp2+ϕ1ϕp3−r3rp1−r2rp2−r1rp3=d
∗
4;

ϕ3+ϕ2ϕp1+ϕ1ϕp2+ϕp3−r2rp1−r1rp2=d
∗
3;

ϕ2+ϕ1ϕp1+ϕp2−r1rp1=d
∗
2;ϕ1+ϕp1=d

∗
1.

(7.25)

Решаяэтусистемуизшестилинейныхуравнений,получимиско-
мыезначенияпараметровϕp1,ϕp2,ϕp3,rp1,rp2,rp3регуля-
тора(7.20).

7.1.2Алгоритмадаптации

Переходякалгоритмуидентификациипараметровобъекта(7.1),
представимеговформе

y(k+1)+ϕ1y(k)+···+ϕny(k−n+1)=r1u(k)+···+rµu(k−+1)
+f(k+1),(k=0,1,2,...).

(7.26)
Вводяобозначения

δ(k)=‖y(k),...,y(k−n+1),u(k),...,u(k−+1)‖
′
;

β=‖−ϕ1,...,−ϕn,r1,...,rµ‖
′
,

}
(7.27)

запишем(7.26)как

y(k+1)−δ
′
(k)β=f(k+1).

Векторнеизвестныхпараметровβбудемискатьизусловиями-
нимумасуммыквадратовневязок

LN=
1

N

N∑

k=0

[y(k+1)−δ
′
(k)β]

2
.

Всоответствиисметодомнаименьшихквадратовэтотминимум
достигается,ипоследовательностьоценокпараметровобъектаопре-
деляетсяследующимирекуррентнымисоотношениямикоторыеяв-
ляютсянекотороймодификациейсоотношенийраздела6.1.3ипри
h(k)=1сточностьюдообозначенийсовпадаютсними.

β(k+1)=β(k)+P(k)δ(k)[y(k+1)−δ
′
(k)β(k)]h(k)c(k);

β(0)=β
(0)

;
(7.28)

P(k+1)=P(k)−P(k)δ(k)δ
′
(k)P(k)h(k)c(k);(7.29)

где

h(k)=

(
1+

n+µ ∑

i=1

δ
2
i(k)

)−1/2

;c(k)=(1+h(k)δ
′
(k)P(k)δ(k))

−1
.

(7.30)
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Утверждение.Пустьимеетсяобъектуправления,описывае-
мыйуравнением(7.1),снеопределеннымипараметрами.Адап-
тивныйрегулятор,обеспечивающийдостижениецелиуправ-
ления(7.3)при∆=∞,описываетсяуравнением

u(k)+ϕp1(k)u(k−1)+...+ϕpn(k)u(k−n)
=rp1(k)y(k−1)+...+rpn(k)y(k−n),(k=0,1,2,...).

(7.31)
параметрыкоторогоявляютсярешениемлинейногоалгебраи-
ческогоуравнения

N(β(k))υ(k)=d
∗
,(7.32)

гдеβ(k)–вектороценокпараметровобъекта(7.1),получае-
мыхнаосноверекуррентныхсоотношений(7.28)–(7.30).
Вэтихсоотношенияхвекторδ(k),определяемый(7.27),досту-
пеннепосредственномуизмерению.Придостаточнобольших
значенияхkвекторы|β(k)−β|≤ε(ε–достаточномалое
положительноечисло)икорнихарактеристическогоуравне-
ниясистемы(7.11),(7.31)будутблизкикзаданнымчисламλ

∗
i

(i=1,2n).

Строгаяформулировкаэтогоутвержденияиегодоказательство
приведенывработе[7.4].Вкниге[5.5]этирезультатыразвиваютсяна
случай,когда∆6=∞.Тамжеполученыалгоритмыоптимального
(всмыслекритериевJ=lim

t−+
M{y

2
(k)}иJ=lim

k−+
M{y

2
(k)+u

2
(k)}

адаптивногоуправления;крометого,в[5.5]указаныпутиобобщения
намногомерныесистемы.

Пример.Aдаптивнаясистемауправлениягирорамой.
Рассмотримгирораму,дискретнаямоделькоторойописывается

уравнениями(7.16)–(7.19).Пустьеепараметрыизменяютсянепред-
виденнымобразом.Причинаэтихизмененийможетбытьразлич-
на.Так,например,присбояхвпитаниигиромоторакинетический
моментгироскопабудетизменяться.Приэтомскоростьизменения
кинематическогомоментабудетмалапосравнениюсоскоростями
переходногопроцессавгирораме,поэтомугипотезаквазистационар-
ностибудетвыполняться.Этоозначает,чтоможнополагатьв(7.16)
–(7.19)параметрыϕij,ri(i,j=1,3)постоянными,нонеизвест-
нымивеличинами.

Приведемуравнения(7.16)...(7.19)квиду(7.21)ибудемполагать,

чтосовокупностьвнешнихвозмущенийипомехвправойчасти(7.21)
являетсяпроцессомтипа"белыйшум".

Регуляторописываетсяуравнением

u(k)+ϕp1(k)u(k−1)+ϕp2(k−2)+ϕp3(k)u(k−3)=
=rp1(k)y(k−1)+rp2(k)y(k−2)+rp3(k)y(k−3),

(7.33)

изменяющиесяпараметрыкоторогонаходятсякакрешенияуравне-
ний,построенныхнаоснове(7.25):

−β3(k)ϕ3(k)+β6(k)r3(k)=d
∗
6;

−β2(k)ϕ3(k)−β3(k)ϕ2(k)−β5(k)r3−β6(k)r2(k)=d
∗
5;

−β3(k)ϕ1(k)−β2(k)ϕ2(k)−β1(k)ϕ3(k)−β6(k)r1(k)−
β5(k)r2(k)−β4(k)r3(k)=d

∗
4;

−β3(k)−β2(k)ϕ1(k)−β1(k)ϕ2(k)+ϕ3(k)−β5(k)r1(k)−β4(k)r2(k)=d
∗
3;

−β2(k)−β1(k)ϕ2(k)−β4(k)r1(k)=d
∗
2;

−β1(k)+ϕ1(k)=d
∗
1.









(7.34)
Оценкиβ1(k)(k=1,6)параметровобъекта(7.1),входящиев

(7.34),определяютсярекуррентнымисоотношениями:

βi(k+1)=βi(k)+




6∑

j=1

pij(k)δj(k)



[
y(k+1)−

6∑

ρ=1

δρ(k)βρ(k)

]
h(k)c(k);

(7.35)
P(k+1)=P(k)−P(k)δ(k)δ

′
(k)P(k)h(k)c(k);(i=1,6)(7.36)

h(k)=

(
1+

6∑

i=1

δ
2
i(k)

)−1/2

;(7.37)

c(k)=


1+h(k)

6∑

i,j=1

pij(k)δi(k)δj(k)



−1

,(7.38)

гдеP(k)–симметричнаяматрицаразмеров6×6;δ(k)–вектор
скомпонентами

δ1(k)=y(k);δ2(k)=y(k−1);δ3(k)=y(k−2);
δ4(k)=u(k);δ5(k)=u(k−1);δ6(k)=u(k−2).

(7.39)

181182



7.2Методрекуррентныхцелевыхнеравенств

7.2.1Постановказадачисинтезаадаптивногорегулятора

Рассмотримдискретныйобъектуправления,описываемыйуравне-
нием

y(k+1)+ϕ1y(k)+···
+ϕny(k−n+1)=r0u(k)+···+rµu(k−µ)+f(k)(k=0,1,...;µ<n),

(7.40)
переменнаяy(k)которогодоступнанепосредственномуизмерению,
внешнеевоздействиеf(k)являетсяограниченнойпоследовательно-
стьюнеизвестныхчисел

|f(k)|≤f
∗
,(k=0,1,...)(7.41)

гдеf
∗

–заданноечисло.
Параметрыϕ1,...,ϕn,r0,...,rµобъектанеизвестны.Известно

лишь,чтообъект(7.40)являетсяминимально-фазовым.Этоознача-
ет,чтокорниполиномаr0+r1λ+···+rµλ

µ
обладаютсвойством

|λi|≥1(i=1,µ).
Пусть,крометого,известензнаккоэффициентаr0иверхняя

оценка|r0|–числоcrвнеравенстве|r0|≤cr.
Пустьцельуправлениясостоитввыполнениинеравенства

|y(k+1)|≤∆,(k=0,1,...)(7.42)

где∆–заданноечисло,согласованноесуровнемвнешнихвоздей-
ствий.

Далеебудемполагать,что

∆≥f
∗
.(7.43)

Требуетсяпостроитьадаптивныйрегулятор,выходнаяперемен-
наякоторогоu(k)обеспечиваетдостижениеобъектом(7.40)цели
управления(7.42).

7.2.2Синтезрегулятора

Рассмотримвначалеслучайизвестныхпараметровϕi,rj(i=1,n;
j=0,µ)объекта(7.40).Вэтомслучаепостроениеалгоритмарегу-

лирования,прикоторомдостигаетсяцель(7.42),просто.Действи-
тельно,еслипринятьэтоталгоритмввиде

u(k)=r
−1
0[ϕ1y(k)+...+ϕny(k−n+1)−r1u(k−1)−...−rµu(k−µ)],

(7.44)
то,подставляя(7.44)в(7.40)получим

y(k+1)=f(k),(k=0,1,...)(7.45)

Еслифункцияf(k)удовлетворяетнеравенству(7.41),то

|y(k+1)|≤f
∗
≤∆,(k=0,1,...),(7.46)

и,следовательно,цельуправлениядостигается.
Болеетого,компенсирующееуправление(7.44)являетсяопти-

мальнымвсмыслефункционала

J1=lim
k→∞

sup
|f(t)|≤f∗|y(k+1)|,(7.47)

таккакприэтомуправлениионпринимаетнаименьшеезначение,
равноеf

∗
.

Представимзаконуправления(7.44)вболеекомпактнойформе.
Дляэтоговведемn+µ-мерныевекторы:

δ=‖y(k),...,y(k−n+1),u(k−1),...,u(k−µ)‖
′
;(7.48)

β
∗

=

∥∥
∥∥ϕ1

r0
,...,

ϕn
r0
,−

r1
r0
,...,−

rµ
r0
,

∥∥
∥∥
′

.(7.49)

Тогда(7.44)приметвид

u(k)=β
∗
′

δ(k).(7.50)

Этоуправлениеобеспечиваетдостижениецелиуправления.
Учитывая(7.50),запишемуравнениеобъекта(7.40)вследующей

эквивалентнойформе:

y(k+1)=r0[u(k)−β
∗
′

δ(k)]+f(k).(7.51)

183184



Управлениебудемискатьвформе,аналогичной(7.50),заменяя
неизвестныйвекторβ

∗
векторомнастраиваемыхпараметровβ(k),

и,такимобразом,

u(k)=β
′
(k)δ(k).(7.52)

7.2.3Алгоритмадаптациибезвнешнихвозмущений

Рассмотримвначалеслучайотсутствиявнешнихвозмущений

f(k)=0.(7.53)

Вэтомслучаецельуправленияпринимаетвид

lim
k→∞

y
2
(k)=0.(7.54)

Всоответствиисметодомградиентанаправлениедвижениявпро-
странственастраиваемыхпараметровβ(k)пропорциональнопроиз-
воднымфункции

r
−2
0y

2
(k+1)=

[
u(k)−β

∗
′

δ(k)
]2

=
{
[β(k)−β

∗
]
′
δ(k)

}2
(7.55)

понастраиваемымпараметрам.Этоозначает,что

βi(k+1)=βi(k)−ã1(k)
∂
{
[β(k)−β

∗
]
′
δ(k)

}2

∂βi(k)
r
2
0.(7.56)

Учитывая(7.51),нетрудновидеть,что

r
2
0

∂
{
[β(k)−β

∗
]
′
δ(k)

}2

∂βi(k)
=2

{
[β(k)−β

∗
]
′
δ(k)

}
δi(k)r

2
0=2y(k+1)r0δi(k),

и,такимобразом,искомыйалгоритмимеетвид

βi(k+1)=βi(k)−ã1(k)r0y(k+1)δi(k)(i=1,n+µ),(k=0,1,...).
(7.57)

Дляопределенияпараметраã1(k)алгоритма(7.57),введемобо-
значение

a1(k)=ã1(k)r0.(7.58)

Тогда(7.57)приметвид

βi(k+1)=βi(k)−a1(k)(signr0)y(k+1)δi(k);

βi(0)=β
(0)
i(i=1,n+µ),(k=0,1,...).

}
(7.59)

Утверждение.Параметрa1(k)алгоритмаадаптации(7.59),
прикоторомадаптивныйрегулятор(7.52),(7.59)обеспечивает
достижениеобъектом(7.40)приf(k)=0целиуправления
(7.54),определяетсявыражением

a1(k)=ν

[
cr

n+µ ∑

i=1

δ
2
i(k)

]−1

,(0<ν<2).(7.60)

Длядоказательстваэтогоутверждения,приведенногов[5.5]возь-
мемфункциюЛяпунова

υ(k)=

n+µ ∑

i=1

(βi(k)−β
∗
i)

2
>0,(7.61)

котораявыражает"расстояние"настраиваемыхпараметроврегуля-
тора(7.52)отпараметровидеальногозаконарегулирования(7.50).

Найдемусловияубываниявеличиныυ(β(k))вдольтраектории
движенияадаптивнойсистемы(7.51),(7.52),(7.59).

Дляэтогорассмотримразность

∆υ(k)=υ(k+1)−υ(k)=[β(k+1)−β
∗
]
′
[β(k+1)−β

∗
]−

[β(k)−β
∗
]
′
[β(k)−β

∗
].

(7.62)

Учитывая(7.59)и(7.55),запишемприf(k)=0,что

[β(k+1)−β
∗
]
′
[β(k+1)−β

∗
]=[β(k)−a1(k)(signr0)y(k+1)δ(k)−β

∗
]
′
×

×[β(k)−a1(k)(signr0)y(k+1)δ(k)−β
∗
]=[β(k)−β

∗
]
′
[β(k)−β

∗
]−

−a1(k)(signr0)y(k+1)2δ
′
(k)[β(k)−β

∗
]−a

2
1(k)(signr0)

2
y
2
(k+1)δ

′
(k)δ(k)=

=[β(k)−β
∗
]
′
[β(k)−β

∗
]−a1(k)(signr0)y(k+1)

[2

r0
y(k+1)−

−a1(k)(signr0)y(k+1)δ
′
(k)δ(k)].

(7.63)
Подставляяэтовыражениев(7.62),получим
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∆υ(k)=−a1(k)

[
2
signr0
r0−a1(k)δ

′
(k)δ(k)

]
y
2
(k+1).(7.64)

Нетрудновидеть,что∆υ(k)≤0,если

0≤a1(k)≤
2

|r0|δ′(k)δ(k)≤
2

crδ′(k)δ(k).(7.65)

Длятогочтобыобеспечитьстрогоеубывание∆υ(k)(приy(k+
1)6=0),достаточновзять

a1(k)=
γ

crδ′(k)δ(k),(7.66)

где

0<γ<2.(7.67)

Притакомзначенииa1(k)получим

∆υ(k)=−
ρy

2
(k+1)

δ′(k)δ(k)<0,(7.68)

гдеρ–некотороеположительноечисло.
Таккак

−
1

ρ

∞∑

k=0

∆υ(k)=

∞∑

k=0

y
2
(k+1)

δ′(k)δ(k)=
υ(β

(0)

ρ
)<∞,(7.69)

тоэтоозначает,что
y
2
(k+1)

δ′(k)δ(k)→0,и,следовательно,достигается

цельадаптацииlim
k→∞

y(k+1)=0,еслитольковеличиныδ
′
(k)δ(k)

будутоставатьсяограниченными.
Известно,чтоеслиобъектявляетсяминимально-фазовым,то

функцияδ
′
(k)δ(k)ограниченаи,такимобразом,утверждениедо-

казано.

7.2.4Алгоритмадаптациипривнешнихвозмущениях

Рассмотримтеперьобъект(7.40)илиэквивалентныйемуобъект
(7.51)сучетомвнешнихвозмущений,удовлетворяющихнеравенству
(7.41).

Эффективнымспособомдостиженияцелиуправленияпридей-
ствиивозмущенийявляетсявведениевалгоритмзонынечувстви-
тельности.

Еслиизменятьβ(k)толькопри|y(k+1)|>∆так,что

βi(k+1)=





βi(k),if|y(k+1)|≤∆,(i=1,n+µ);

βi(k)−ν
(signr0)y(k+1)

crδ′(k)δ(k)δi(k),if|y(k+1)|>∆,

(7.70)
где

0<ν<2

(
1−

f
∗2

∆2

)
,(7.71)

(ifозначает"если"),товновь,какиприотсутствииf(k),будет
выполнено(7.69)и,следовательно,всилуограниченностиδ

′
(k)δ(k)

цель(7.42)будетдостигнута.
ЭтиалгоритмыадаптациибылиполученыВ.А.Якубовичемна

основепредложенногоимметодарекуррентныхцелевыхнеравенств
[7.3].

Онибылираспространенынаслучаймногомерныхобъектов,за-
паздываниявизмерениииуправлениииобобщенынасистемыста-
билизациисзаданнойдинамикойиследящиесистемы[5.5].

Пример.Построимадаптивныйрегуляторхимико-
технологическихпроцессов,рассмотренныйвпримерах5.1.1,
5.1.3,Этотпроцессописываетсяуравнениями

x(k+1)=φx(k)+ru(k)]+f(k);(7.72)

y(k)=dx(k),(7.73)

вкоторыхпараметрыφ,rиdнеизвестны.Вотличиеотпримеров
5.1.1,5.1.3будемполагать,чтоf(k)–неизвестнаяпоследователь-
ность.Приэтом

|f(k)|≤f
∗
.(7.74)

Требуетсяпостроитьадаптивныйрегулятор,прикоторомдости-
гаетсяцельуправления

[y(k+1)−g]
2
≤∆

2
.(7.75)
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Всоотношениях(7.74)и(7.75)f
∗

,g,∆–заданныечисла.
Запишемвначалеуравнения(7.72),(7.73)вформе(7.40):

y(k+1)+ϕ1y(k)=r0u(k)+f(k),(7.76)

где

ϕ1=−φ;r0=dr;f(k)=df(k).(7.77)

Предполагается,чтоизвестнаоценка

|r0|≤cr(7.78)

изнакчислаr0.
Переходякпостроениюалгоритмаадаптивногоуправления,вве-

демвекторыβ
∗
(k)иδ(k)скомпонентами

β
∗
1=

ϕ1

r0
;β

∗
2=1;δ1(k)=y(k);δ2(k)=g.(7.79)

Тогдауправление(7.52)приметвид

u(k)=β1(k)y(k)+β2(k)g.(7.80)

Алгоритмадаптациипараметровэтогорегуляторазапишемкак

β1(k+1)=





β1(k)if|y(k+1)−g|≤∆;

β1(k)−ν
(signr0)[y(k+1)−g]y(k)

cr(y2(k)+g2)if|y(k+1)−g|>∆.

(7.81)

β2(k+1)=





β2(k)if|y(k+1)−g|≤∆;

β2(k)−ν
(signr0)[y(k+1)−g]g

cr(y2(k)+g2)if|y(k+1)−g|>∆.

(7.82)

7.3Частотноеадаптивноеуправление

7.3.1Постановказадачи

Рассмотримасимптотическиустойчивыйобъектуправления,описы-
ваемыйуравнением

y
(n)

+dn−1y
(n−1)

+···+d1ẏ+d0y=kmu
(m)

+···+k0u+f,(7.83)

вкоторомdi,kj(i=0,n−1,j=0,m)–неизвестныечисла,f(t)
–внешнеевозмущение-гармоническаяфункция

f(t)=asinωt,0≤ω≤∞(7.84)

снеизвестнойамплитудойичастотой,окоторыхизвестнолишь,что
|a|<f

∗
,гдеf

∗
-известно,а0≤ω≤∞.

Задачасостоитвпостроениирегулятора,описываемого,начиная
смоментавремениtN,дифференциальнымуравнением

dp(n−1)u
(n−1)

+···+dp1u̇+dp0u=kp(n−1)y
(n−1)

+···+kp1ẏ+kp0y,
(7.85)

коэффициентыкотороготаковы,чтобывыходобъектаудовлетворя-
етусловию

|y(t)|≤y
∗
,t≥tad+ttr,(7.86)

вкоторомy
∗

–заданноечисло,tad–длительностьадаптации,ttr–
времяпереходногопроцесса.

Предполагается,чтоприизвестныхкоэффициентахобъектасу-
ществуетрегулятор(7.85),обеспечивающийвыполнениетребований
(7.86).

Адаптивныйрегулятор,решающийэтузадачу,описываетсядиф-
ференциальнымуравнениемскусочно-постояннымикоэффициен-
тами

d
[i]
p(n−1)u

(n−1)
+···+d

[i]
p1u̇+d

[i]
0u=k

[i]
p(n−1)y

(n−1)
+···+k

[i]
p1ẏ+k

[i]
p0y+

[i]
v,

(7.87)
гдеi(i=1,N)–номеринтервалаадаптации,ti–моментокон-

чанияi-тогоинтервала,числаtiтакжекакчислаN,d
[i]
pk,k

[i]
pk

(k=0,n−1,i=0,N)находятсявпроцессеадаптации,v(t)–
испытательноевоздействиевида

v(t)=
n∑

k=1

ρksinωk(t−ti−1),ti−1≤t≤ti,(i=1,N)(7.88)
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сзаданнымиамплитудамиρkичастотамиωk(k=1,n.
Заметим,чтовдействительностиамплитудыичастотыиспыта-

тельногосигналаразличнынаразличныхинтервалахадаптациии
онописываетсявыражением

v
[i]

(t)=
n∑

k=1

ρ
[i]
ksinω

[i]
k(t−ti−1),ti−1≤t≤ti,(i=1,N).(7.89)

Однаконастройкаэтихамплитудичастотнаразличныхинтер-
валахдляпростотынерассматривается,ипоэтомубудемполагать
этипараметрыиспытательногосигналанеизменными.Приi=1
дифференциальноеуравнение(7.87)заменяетсяалгебраическимсо-
отношением

u=v,(7.90)

котороеявляетсячастнымслучаемуравнения(7.87),когдаd
[i]
pk=

k
[i]
pk=0,(k=1,n−1),d

[i]
p0=1,k

[i]
p0=0,(i∈1,N).

Вэтихслучаяхиспытателныйсигнал(7.88)содержитnгармоник
(θ=n),авостальныхслучаяхθ=2n−1.

7.3.2Первыйинтерваладаптации(идентификацияобъек-

та)

Напервоминтервалеадаптацииидентифицируетсяобъект(7.83).
Дляэтойцелионвозбуждаетсяиспытательнымсигналом(7.88)и

всоответствииспроцедурой6.2.4конечно-частотнойидентифика-

циинаходятсяоценкиd̂i=d
[1]
i=di(q1,T),k̂i=k

[1]
i=ki(q1,T)

(i=0,n−1)коэффициентовобъекта.
Используяэтиоценки,находимспомощьюпроцедуры4.2.1регу-

лятордлявторогоинтервала

d
[2]
p(s)u=k

[2]
p(s)y+v,(7.91)

гдеd
[2]
p(s)=d

[2]
p(n−1)s

(n−1)
+···+d

[2]
p0,k

[2]
(s)=k

[2]
p(n−1)s

(n−1)
+···+

k
[2]
p0.
Замыкаемобъектэтимрегуляторомипроверяемвыполнениетре-

бования(7.86)кточности.Еслиэтотребованиевыполняется,топро-
цессадаптациизаканчивается(домоментанарушенияэтоготребо-
вания).Впротивномслучаеначинаетсявторойинтерваладаптации.

7.3.3Второйинтерваладаптации(Идентификацияобъек-

та,замкнутогорегулятором)

Наэтоминтервалепродолжаетсяидентификацияобъектаинаее
основесинтезируетсярегулятордлятретьегоинтервала.Дляопи-
санияпроцессаидентификациирассмотримобъектсрегулятором
(7.91).Исключаяпеременнуюu(t),запишемуравненияэтойсисте-
мыввиде

D
[2]

(s)y=k(s)v+d
[2]
p(s)f,(7.92)

где

D
[2]

(s)=d(s)d
[2]
p(s)−k(s)k

[2]
p(s)(7.93)

Уравнение(7.92)будемрассматриватькакуравнение"ново-

го"объектасуправлениемvивозмущениемd
[2]
p(s)fиидентифи-

цируемэтот"объектиспользуяпроцедуру6.2.4конечно-частотной
идентификации.

Частотныепараметрыэтого"объектаназываемыечастотнымипа-
раметрамизамкнутойсистемы,определяютсякак

νk=Rewcl(jωk),µk=Jmwcl(jωk)(k=1,n),(7.94)

гдеwcl(s)–передаточнаяфункцияотvкy:

wcl(s)=
k(s)

D[2](s)=
k(s)

d(s)d
[2]
p(s)−k(s)k

[2]
p(s)

.(7.95)

Еёможновыразитьчерезпередаточнуюфункциюобъектаире-
гуляторакак

wcl(s)=
w0(s)

1−w0(s)w
[2]
p(s)

·
1

d
[2]
p(s)

,(7.96)

гдеw
[2]
p(s)=

k
[2]
p(s)

d
[2]
p(s)

.

Переходякидентификации"объекта"(7.92)повторимэтапыпро-
цедуры6.2.4.

Возбудимобъект(7.92)испытательнымсигналом(7.88)иподадим
еговыходнавходфильтраФурье

191192



νk(τ)=
2

ρkτ

t1+τ ∫

t1

y(t)sinωk(t−t1)dt,

µk(τ)=
2

ρkτ

t1+τ ∫

t1

y(t)cosωk(t−t1)dt,

(k=1,2n−1)(7.97)

гдеt1=q1Tb.Измеряявыходыфильтравмоментывремени
τ=qTbнаходимновыеоценкичастотныхпараметровобъекта.

Дляэтойцелииспользуетсясвязь(7.96),которуюнетруднопредста-
витькак

αk+jβk=
νk+jµk

(νk+jµk)w
[2]
p(jωk)+

1

d
[2]
p(s)

,(k=1,n).(7.98)

Заменяяνkиµk(k=1,n)ихоценкамиνk(qTb)иµk(qTb)
(k=1,n)q=q1+1,...,вычисляемпоэтимформуламоценки

частотныхпараметровобъектаα̂k=αk(qTb)иβ̂k=βk(qTb)(k=
1,n,q=q1+1,...).

Решаячастотныеуравнения(6.59)ипроверяянеобходимыеусло-
вия(6.75)получим,вмоментвремениt2=q2T,вкоторыйэти
условиявыполняются,новыеоценкикоэффициентовобъекта

d̂i=d
[2]
i=di(q2T),k̂i=k

[2]
i=ki(q2T),(i=0,n−1).(7.99)

Приэтомнеобходимопроверитьвыполнениеусловийрасширяемо-
стиинтерваловадаптации:

qi−qi−1≥qi−1−qi−2+k,i=2,3,(7.100)

гдеk–заданноеположительноецелоечисло.
Этоусловиедлярассматриваемогоинтервалаимеетвидq2−q1≥

q1+k.Еслиононевыполняется,торешаемчастотныеуравнения
домоментаq2=2q1+k.

Используяэтиоценки,находимспомощьюалгоритма4.2.1регу-
лятор

d
[3]

(s)u=k
[3]

(s)y+v(7.101)

длятретьегоинтервалаадаптации.
Замыкаемобъектэтимрегуляторомипроверяемвыполнениетре-

бования(7.86)кточности.Еслиэтотребованиевыполняется,топро-
цессадаптациизаканчивается(домоментанарушенияэтоготребо-
вания).Впротивномслучаеначинаетсятретийинтерваладаптации.

ПримечаниеЕсливыходобъектадостигаетвмоментвремени
t=t

∗
предельнодопустимогозначенияy

∗
(y(t

∗
)=y

∗
),итогда

интервалзаканчивается,регуляторотключаетсяинаследующемин-
тервалеобъектвозбуждаетсяиспытательнымсигналом(7.88)ипо-
вторяютсяоперациипервогоинтервалаит.д.Приэтомдлительность
фильтрациипревышаетдлительностьпервогоинтервала.

7.3.4Сходимостьадаптации

Есливозмущениеf(t)–строгоФФ-фильтруемонаболеешироком
набореωk(k=1,n),тоошибкифильтрациичастотных
параметровзамкнутойсистемы∆νk(τ)=νk−νk(τ),∆µk(τ)=
µk−µk(τ)(k=1,n)обладаютсвойством

lim
τ→∞

∆νk(τ)=lim
τ→∞

∆µk(τ)=0,(k=1,n).(7.102)

Процессадаптациисходится,еслидлительностьнекоторогоегоин-
тервалабудетбольшечислаτ

∗∗
,прикоторомошибкифильтрации

будуттаким,чтоцелевыеусловия(7.86)достижимы.Какбынибыло
великочислоτ

∗∗
,всилуусловия(7.100)расширяемостиинтерва-

лов,всегданайдетсяi
∗

-тыйинтервалтакой,чтоti−ti∗≥τ
∗∗

.
Этоозначаетсходимостьадаптации.

Частотноеадаптивноеуправлениемногомернымиобъектами
поcтроенов[7.13],[7.14].

7.3.5Самонастройкаиспытательногосигнала

Вышепредполагалось,чтоамплитудыичастотыиспытательных
сигналов,прикладываемыхкобъектуизамкнутойсистемезаданы.
Вдействительностиихамплитудыичастотысамонастраиваютсяа
процессеадаптивногоуправления.Алгоритмыихсамонастройкиво
многомсовпадаютсуказаннымивразделе6.2.5алгоритмами,ис-
пользуемымиприидентификации.
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7.3.6Программноеобеспечение

СистемаГАММА:
1.ДирективаD311(Частотноеадаптивноеуправление).
2.ДирективаD311sd(Частотноеадаптивноеуправлениессамона-

стройкойдлительностиидентификации).
3.ДирективаD311sad(Частотноеадаптивноеуправлениессамо-

настройкойамплитудиспытательногосигнала).

7.4АдаптивныйПИД-регулятор

Вомногихслучаяхжелаемоепрограммноедвижение(задающеевоз-
действие)являетсякусочно-постояннойфункциейсинтервалами
постоянствадостаточнобольшимипосравнениюсвременемзату-
ханияпереходныхпроцессоввсистеместабилизацииэтогодвиже-
ния.ВтакихслучаяхсистемастабилизациистроитсянаосновеПИД-
регулятора[7.15],[7.16].Дляопределенияегокоэффициентовисполь-
зуетсяупрощеннаямодельобъектауправления,описываемаялиней-
нымдифференциальнымуравнениемпервоголибовторогопорядка
сзапаздыванием.

Параметрыобъектаизменяютсядостаточномедленноипоэтому
коэффициентыегомоделиаппроксимируютсякусочно-постоянной
функцией.Приизмененииеезначенийрегуляторперестраивается,
адаптируяськновымзначениямпараметровобъекта.

Частопредполагают,чтоэтиновыезначенияизвестнылибо
онимогутбытьидентифицированыпорядукосвенныхпризнаков
[7.17],[7.18].Вместесэтимврядеслучаевпараметрыобъекта-не
известны,аихкосвеннаяидентификациязатрудненанеизвестными
внешнимивозмущениями,действующиминаобъект.

НижеописываетсячастотныйадаптивныйПИД-регулятор,по-
строенныйсиспользованиемконечно-частотнойидентификации
,позволяющейидентифицироватьобъектпринеизвестныхограни-
ченныхвнешнихвозмущениях.

7.4.1Постановказадачи

Рассмотримасимптотическиустойчивуюсистемууправления,опи-
сываемуюуравнением

Tẏ(t)+y(t)=ku(t−τ)+f(t−τ)t≥t0;(7.103)

dp2ü+u̇=kp2(g̈−ÿ−v̈)+kp1(ġ−ẏ−v̇)+kp0(g−y−v),(7.104)

гдеy(t)иu(t)–измеряемыевыходыобъекта(7.103)ирегулято-
ра(7.104),g(t)–измеряемоезадающеевоздействие(желаемоепро-
граммноедвижение),f(t)–неизмеряемоевнешнеевозмущение–
неизвестная,ограниченнаяфункция,v(t)–испытательныйсигнал.
Коэффициентыобъекта(k,T,τ)ирегулятора(dp2,kp2,kp1,
kp0)–неизвестныечисла.

Коэффициентыобъектаизменяютсявмоментывремениt1,t2,
···,tN,ионипостояннывнутриинтервала

I1=[t0t1),I2=[t1t2),···,IN=[tN−1,tN).(7.105)

Моментывремениt1,t2,···,tNдляпростотыпредполагаются
известными.

Точностьслежениявыходаy(t)зазадающимсигналомg(t),ко-
торыйнеизменяетсявнутриуказанныхинтервалов,определяется
ошибкойслежения

ε(t)=g(t)−y(t).(7.106)

Чтобыобеспечитьтребуемуюточностьслежениявтечениекаж-
догоизинтервалов(7.105),начинаясовторогоинтервала(напер-
воминтервалепараметрыобъектапредполагаютсяизвестными)осу-
ществляетсяидентификацияобъекта(находятсяоценкиегокоэффи-

циентовk̂,T̂,τ̂),синтезируетсяиреализуетсярегулятор(7.104).
Этотпроцессназываетсяадаптивнымуправлением.Егоцельописы-
ваетсянеравенством

|ε(t)|≤ε
∗
,ti+t

α
i≤t≤ti+1,(i=2,N−1),(7.107)

вкоторомε
∗

–заданноечисло,t
α
i–времяадаптациинаi-том

интервале,(i=2,N−1).Предполагается,чтоинтервалы(7.105)
достаточновеликитак,чтоti+1−ti>t

α
i(i=2,N−1).

Задачасостоитвтом,чтобыдлякаждогоизинтервалов(7.105)
найтикоэффициентырегулятора(7.104)такие,чтобывыполнялось
требование(7.107)кточностислежения.

Нижепредполагается,чтосистема(7.103),(7.104)сохраняет
устойчивостьнасмежныхинтервалах.Этоозначает,чторегулятор,
построенныйнаi-томинтервалеобеспечиваетустойчивостьсисте-
мына(i+1)-оминтервале.
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7.4.2Построениерегулятораприизвестныхкоэффициен-

тахобъекта

Запишемвыражение(7.104)вформеПИД-регулятора.Дляэтого
интегрируя(7.104)принулевыхначальныхусловияхиv(t)=0,
получимуравнение

dp2u̇+u=kc


ε+

1

Ti

t ∫

t0

εdt+Td
dε

dt


,(7.108)

вкотором

kc=kp1,Ti=
kp1
kp0

,Td=
kp2
kp1

.(7.109)

Рассмотримслучай,когдакоэффициентыобъекта(7.103)извест-
ны.Дляэтогослучаяразработанрядметодов[2]определениякоэф-
фициентовkp,Ti,Tdрегулятора(7.108),различающихсямоделя-
мицелейуправления,чувствительностьюквнешнимвозмущениям
ит.д.

Нижеиспользуетсяодинизтакихметодов,названныйметодом
внутреннеймоделиуправления[7.19].Дляегоописанияпреобразуем
уравнение(7.103)поЛапласупринулевыхначальныхусловияхи
запишемегопередаточнуюфункцию

w0(s)=
ke

−τs

Ts+1
,(7.110)

гдеs–символпреобразованияЛапласа.

ИспользуяПАДЕ-аппроксимациюпервогопорядка,запишемэту
передаточнуюфункциюобъектакак

w
n
0(s)=

k
(
−
τ
2s+1

)

(Ts+1)
(τ

2s+1
).(7.111)

Передаточнаяфункциярегуляторадляобъекта(7.111)имеетвид

wc(s)=
(Ts+1)

(τ
2s+1

)

ks
(λτ

2s+λ+τ
),(7.112)

гдеλ–заданноеположительноечисло(λ<T).

Притакомрегуляторе,компенсирующемдинамическиесвойства
объекта,уравнениесистемы(7.103),(7.104)свысокойстепеньюточ-
ностиописывается(приv=0)уравнением

λẏ+y=g(t−τ),(7.113)

изкоторогоследует,чтопридостаточномедленноизменяющемся
задающемвоздействии,требования(7.107)кточностивыполняются.

Извыражения(7.112)следует,чтоискомыекоэффициентырегу-
ляторавыражаютсячерезкоэффициентыобъектакак

dp2=
λτ

2(λ+τ),kp2=
Tτ

2k(λ+τ),kp1=
2T+τ

2k(λ+τ),

kp0=
1

k(λ+τ)

(7.114)

ипроцессадаптациирегулятора(7.104)накаждомизинтервалов
(7.105)сводитсяквычислениюкоэффициентоврегуляторапофор-
мулам(7.114)иихреализации.

Такимобразом,решениезадачи,поставленнойвразделе2,сводит-
сякидентификацииобъекта,результатомкоторойявляютсяоценки
k̂,T̂,τ̂,которыеиспользуютсядляпостроениярегуляторанаос-
новевыражения(7.114).

7.4.3Идентификацияобъектаиалгоритмадаптации

Всоответствиисметодомконечно-частотнойидентификациииспы-
тательныйсигналимеетвид

v=ρ1sinω1t+ρ2sinω2t,ω1<ω2,(7.115)

гдеρiиωi(i=1,2)–положительныечисла.
Амплитудыρ1иρ2этогосигналадолжныудовлетворятьусло-

вию
ρ1+ρ2≤ηg

∗
,(7.116)

вкоторомg
∗

–известнаяграницамодулязадающеговоздействия (
|ysp(t)|≤y

∗
sp

)
,η–заданноеположительноечисло(η<1)опре-

деляемоедопустимымискажениемзадающеговоздействия.
Частотыω1иω2полагаемзаданными.
Длявыводаточныхсоотношений,связывающихвходыивыходы

объектасегокоэффициентамирассмотримустановившейсярежим
(t→∞)работысистемы(7.103),(7.104).Вэтомрежиме

y=ρ1(ay1sinω1t+by1cosω1t)+ρ2(ay2sinω2t+by2cosω2t)+y
r
+y

f
;

(7.117)
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u=ρ2(au1sinω1t+bu1cosω1t)+ρ2(au2sinω2t+bu2cosω2t)+u
r
+u

f
,

(7.118)
гдеy

r
(t),u

r
(t),y

f
(t),u

f
(t)–компонентывыходаивходаобъ-

екта,зависящиеотзадающеговоздействияysp(t)ивнешнеговоз-
мущенияf(t)соответственно,ρiayi,ρibyi(i=1,2)–амплитуды
гармониквыходаобъекта(7.103),ρiaui,ρibui(i=1,2)–ампли-
тудыгармониквыходарегулятора(7.104).

bfУтверждение.Коэффициентыобъекта(7.103)иамплитудывы-
ходовобъектаирегуляторасвязанысоотношениями

T
2

=
(α

2
2+β

2
2)−(α

2
1+β

2
1)

ω2
1(α2

1+β2
1)−ω2

2(α2
2+β2

2)
,k

2
=(α

2
2+β

2
2)(T

2
ω

2
2+1);

(7.119)

τ=−
1

ω1
arctg

β1+Tα1ω1

α1−Tβ1ω1
,ω1τ<

π

2
,(7.120)

вкоторых

αi=
ayiaui+byibui
a2
ui+b2

ui

,βi=−ayibui+byiaui
a2
ui+b2

ui

(i=1,2).(7.121)

Доказательство.Обозначим

αi=Rew0(jωi),βi=Jmw0(jωi)(i=1,2)(7.122)

инайдемсвязьвыхода(7.117)совходом(7.118)приre(t)=f(t)=
0,обозначаяāyi=ρiayi,b̄yi=ρibyi,āui=ρiaui,b̄ui=ρibui,
i=1,2.

Еслиприложитькобъекту(7.103)управление

u=āu1sinω1t,(7.123)

тоеговыходприt→∞имеетвид

ys=āu1(α1sinω1t+β1cosω1t).(7.124)

Еслиуправлениеимеетвид

u=b̄u1cosω1t,

то

yc=b̄u1(α1cosω1t+β1sinω1t).

Тогдавыход

y=ys+yc=(ān1α1−b̄n1β1)sinω1t+(b̄u1α1+āu1β1)cosω1t.(7.125)

Повторяяизложенноедлячастотыω2,получим,сравнивая
(7.125)с(7.117),системууравнений

āuiαi−b̄u1βi=āyi,b̄uiαi+āu1βi=b̄yi,(i=1,2),(7.126)

решениекоторогоимеетвид(7.121).

Найдемтеперьсвязьпараметровαiиβi(i=1,2)скоэффи-
циентамиобъекта(7.103).

Частотнаяпередаточнаяфункцияобъекта

w0(jωi)=
kcosωiτ−jsinωiτ

Tjωi+1
=αi+jβi(i=1,2).(7.127)

Изэтоговыраженияследуетсистеманелинейныхалгебраических
уравненийдляискомыхчиселk,Tиτ:

kcosωiτ+Tβiωi=αi,−ksinωiτ−Tαiωi=βi(i=1,2).
(7.128)

Перенесемвтороеслагаемоелевойчастиэтихуравненийвправую
часть,возведемобеихчастивквадратисложим,тогдаполучим
системулинейныхуравнений

k
2
−(α

2
i+β

2
i)ω

2
iT

2
=α

2
i+β

2
i(i=1,2),

решениекоторогоимеетвид(7.119).

Длянахождениязапаздыванияτперенесемвтороеслагаемоеси-
стемы(7.128)вправуючастьиподелимвторуюсистемунапервую,
тогдаполучимприi=1выражение(7.120),вкотором,дляедин-
ственностирешенияполагаем,чточастотаωiвыбранатак,чтобы
выполнялосьусловиеω1τ<

π
2и,такимобразом,утверждениедо-

казано.

Чтобынайтиоценкиамплитудвыходовобъектаирегулятора,
необходимыедлявыражения(7.121),подадимэтивыходынавхо-
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дыфильтраФурье:

ayk(τ)=
2
ρkτ

tF+τ ∫
tF

y(t)sinωktdt,byk(τ)=
2
ρkτ

tF+τ ∫
tF

y(t)cosωktdt;

auk(τ)=
2
ρkτ

tF+τ ∫
tF

u(t)sinωktdt,buk(τ)=
2
ρkτ

tF+τ ∫
tF

u(t)cosωktdt,

(k=1,2)
(7.129)

гдеτ–времяфильтрации,tF–моментначалафильтрации.
ЕсливыполняютсяусловияФФ-фильтруемостизадающеговоз-

действияивнешнеговозмущения[9],то

limτ→∞ayk(τ)=ayk,limτ→∞byk(τ)=byk,limτ→∞ayk(τ)=ayk,
limτ→∞byk(τ)=byk.

(7.130)
УсловиеФФ-фильтруемостиозначает,чтофункцииg(t)иf(t)

несодержатчастотω1иω2.Этоусловиеможетбытьпроверено
экспериментальноиприегонарушениинеобходимоизменитьчасто-
тыω1иω2так,чтобыоновыполнялось.

Процедураадаптивногоуправлениясостоитизследующих
операций.

1.Идентифицироватьобъект(7.103):а)приложитьеговыходи
входквходамфильтраФурье(7.129),чьивыходыпризаданном
значенииæдаютоценкиамплитуд;б)подставляяэтиоценкив
формулы(7.129),(7.119),(7.121),вычислитьоценкикоэффициентов

объектаk̂,T̂,τ̂.
2.Вычислить,используясоотношение(7.114),гдеk=k̂,T=T̂,

τ=τ̂,коэффициентырегулятора.
3.Заменитькоэффициентырегуляторавычисленнымиипрове-

ритьвыполнениетребования(7.107)кточностислежения.Еслионо
нарушается,вернутсякоперации1,увеличиввремяфильтрацииæ.

Этоталгоритмобеспечиваетдостижениецелиуправления(7.107),
еслиинтервалы(7.105)достаточновелики.

ПримерРассмотримсистему(7.103),(7.108)соследующимико-
эффициентамиобъектаирегулятора

k=3,T=5,τ=1,(7.131)

kc=1.3,Ti=5.5,Td=0.45,g=0.14.(7.132)

Задающеевоздействие-ступенчатаяфункция:

ysp=1(t≥t0),ysp=0(t<t0).(7.133)

Внешнеевозмущение

f(t)=0.05signsin(2.1t).(7.134)

МоделированиеэтойсистемыспомощьюпакетаMATLABпоказы-
вает,что,послезатуханияпереходныхпроцессов(теченииtp=31c)
ошибкаслежениянепревышает0.015:

|ε(t)|≤0.015,t>31c

Пустькоэффициентkпринимаетвмоментывремениt1=
314c,t2=942c,t3=1570cзначенияk

(1)
=5.1,k

(2)
=8.67,k

(3)
=14.7

соответственно.
Моделированиесистемы(7.103),(7.108)приразличныхзначени-

яхкоэффициентаkпоказывает,чтоонатеряетустойчивостьпри
k=8.Этоозначает,что,начинаясмоментавремениt2,она
неустойчива,еслинеиспользоватьадаптивноеуправление.

Чтобысформироватьтакоеуправление,прикоторомпослеокон-
чанияадаптациивыполняетсяцелевоеусловие

|ε(t)|≤0.02,t≥t
a
i,i=1,N−1(7.135)

использованследующийидентифицирующийсигнал

v(t)=0.003sin(0.2t)+0.004sin(0.4t),(7.136)

приложеныйкрегуляторуитогдавуравнении(7.108)ε=ysp−y−v
Длямоделированияпроцессаадаптациибыларазработанаспеци-

альнаям-функциявсредеMATLABиполученыследующиерезуль-
таты.

1-йинтервал([0,314),k=3).
Наэтоминтервалебылапромоделированаисходнаясистема

скоэффициентами(7.131),(7.132)сидентифицирующимсигналом
(7.136).Ошибкаслеженияувеличилась,ноосталасьвдопуске(7.135)

2-йинтервал([314,942),k=5.1).
Наэтоминтервале,всоответствиисалгоритмомадаптивного

управления,осуществляласьидентификацияобъектаиполучены
следующиеоценки
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k̂=5.32,T̂=5.27,τ̂=0.73.

Используяэтиоценкибыливычисленыкоэффициентырегулято-
ра:

kc=0.93,Ti=5.64,Td=0.343,g=1.29

Моделированиеобъектастакимрегуляторомпоказало,чтотре-
бования(7.135)выполняется.

Аналогичныерезультатыполученыдля3-го([942c,1570c),k=
8.67)и4-го([1570c,2198c),
k=8.67)интервалов.

7.5Комментарии

Втеорииадаптивногоуправленияпринеизвестныхограниченных
внешнихвозмущенияхможновыделитьнескольконаправлений.

Существоподходапервогоизэтихнаправленийможнопояснить
напримереработы[7.1],гдерешаетсязадачаLQ-оптимизациидля
объектаснеизвестнымикоэффициентами.Длярешениязадачив
уравненияхРиккати,вместоистинныхкоэффициентовобъектаис-
пользуютсяихквазиоценки,получаемыепометодуградиента.Они
могутсущественноотличатьсяоткоэффициентовобъекта,таккак
принеизвестныхвнешнихвозмущенияхрешениязадачиидентифи-
кациинесуществует(еслиприэтомнеиспользуютсяиспытательные
сигналы,рассматриваемыениже)ипоэтомуквазиоценкиявляют-
сяоднимиизвозможныхзначенийкоэффициентовобъекта,согла-
сованныхсеговходомивыходом.Показано,чтопроцессадапта-
циисходитсякнекоторой,заранеенеизвестной,ошибкеслежения.В
книге[5.13]содержатсядругиеметодыадаптации,неиспользующие
квазиоценки.

Началовторогонаправлениябылоположенометодомрекуррент-
ныхцелевыхнеравенств[7.3],[5.5].Важнойособенностьюэтогона-
правленияявляетсясодержательностьцелиадаптивногоуправле-
ния,выраженнойвформеограничений(допусков)наотклонения
установившегосявыходаобъекта.Решениезадачиl1оптимизации
былоразвитовработах[7.5],[7.6]наслучай,когдакоэффициенты
объектанеизвестны.Вэтихработахквазиоценкинаходятсяспеци-
альнымметодомградиентноготипа,так,чтобывустановившемся

режимеполучитьнаименьшееотклонениевыходасистемы.Числен-
наяреализацияполученногоалгоритмаадаптивногоуправленияза-
труднена.Этоестественнаяценазато,чтоонобеспечиваетнаилуч-
шуюточностьрегулированияпринеизвестныхкоэффициентахобъ-
ектаипроизвольномограниченномвнешнемвозмущении.

Всвязисэтим,врядеработрассматриваетсяболееузкийкласс
внешнихвозмущений.Так,вработе[7.7],внешнеевозмущение–
неизвестноепостоянное.Дляэтогослучаяполученпростойвреа-
лизацииалгоритмадаптивногоуправления.Вработе[7.8]внешнее
возмущение–кусочно-постояннаяограниченнаяфункциясизвест-
нымчастотнымдиапазоном.Цельадаптации–заданныйхарактери-
стическийполиномзамкнутойсистемы(которыйиспользуетсятак-
жевработах[7.9],[7.10],гдевнешнеевозмущение–произвольная,
ограниченнаяфункция).Оценкикоэффициентовобъектанаходятся
спомощьюадаптивногонаблюдателя,азаконуправления,который
формируетсянаосновеэтихоценокиоценкивекторасостояний,со-
держитиспытательныйсигнал.

Вчастотномадаптивномуправлении[7.12]-[7.14],какивовтором
направлении,цельуправления–величинаустановившегосявыхода
объекта.Внешнеевозмущение–суммабесконечногочислагармоник
снеизвестнымиамплитудамиичастотами,иограниченнойизвест-
нымчисломсуммойамплитуд.

Вописанныхвышеметодахадаптациирегуляторнепрерывнопе-
рестраивается,апричастотномадаптивномуправленииизменение
параметроврегуляторапроисходитчерездостаточнобольшиепро-
межуткивремени(интервалыадаптации).Этообеспечиваетлиней-
ностьмоделисистемынаэтихинтервалах(тогда,каквдругихмето-
дахмодельсистемынелинейнаитруднонайтиусловия,прикоторых
впроцессеадаптациизначениявходаивыходаобъектанеприни-
малибынедопустимобольшихзначений)ипоэтомуневозникает
трудностейчисленнойреализацииалгоритмаадаптации.
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8СистемаГАММАдляавтоматизации

построенияалгоритмовуправления

СистемаГАММАпредназначенадляразработкиалгоритмовуправ-
ленияиориентировананаинженеров-разработчиковсистемавтома-
тическогоуправления(САУ).

Инженер-разработчикСАУвводитпозапросусистемы:а)модель
объектауправления(модельуправляемогопроцесса),б)технические
требованиякСАУ:допустимыевеличиныошибокуправления,время
регулированияит.п.

Системаработаетавтоматически,ирезультатомработыявляются
алгоритмыуправлениядляСАУ.

Системасостоитиздиректив,каждаяизкоторыхимеетдвечасти:
интерфейснуюирасчетную.Каждаядирективарешаетопределен-
ныйклассзадачпостроенияалгоритмауправления.Всистемеиме-
етсянесколькогруппдиректив:синтезрегуляторов,идентификация
иадаптивноеуправление.

ГАММАзанимаетпромежуточноеположениемеждуотраслевыми
пакетами,предназначеннымидляразработкиалгоритмовуправле-
ниявотраслях(авиации,нефтегазовыхпредприятиях,электроэнер-
гетикеит.п.)исистемамитипаМАТЛАБ,сочетаяпрактическуюна-
правленностьотраслевыхпакетовсгибкимииудобнымисредствами
расширениясистемы,присущимиМАТЛАБ.Дляэтойцелисисте-
маГАММАразделенанадвечасти–средупользователяисреду
исследователя.Средапользователяпредназначенадляинженера-
разработчикаСАУ,которыйиспользуетготовыедирективы,асре-
даисследователяпредназначенадляразработкиновыхдиректив.
Этасредасодержитмодули,изкоторыхисследовательформирует
новыедирективы,используясредствавизуальногопрограммирова-
ниялибовстроенныйпроблемно-ориентированныйязык.Наличие
такойсредыпозволяетлегкоадаптироватьсистемукпотребностям
инженеров-разработчиковСАУразличныхотраслей.

Нижеприводитсясредапользователя.Описаниесредыисследова-
теляприведеновруководстве[8.17]

Примечание.Используемыенижеобозначениясоответствуют
руководству[8.17]иотличаютсяотиспользуемыхвпредыдущихгла-
вах.Еслипривестиихвсоответствиесобозначениямипредыдущих
глав,тообозначениявсообщенияхсистемыГАММА(протоколы,
интерфейсит.п.)небудутсоответствоватьтакимобозначениям.

8.1Классырешаемыхзадач

СписокдирективсистемыГАММА-2РС

Nдир.Названиедирективы
1.Идентификация

D111Частотнаяидентификацияобъекта
D111sdЧастотнаяидентификацияссамонастройкойдлитель-

ностифильтрации
D111sadЧастотнаяидентификацияобъектассамонастройкой

амплитудиспытательногосигнала
D111sfloadЧастотнаяидентификацияобъектассамонастройкой

амплитудичастотиспытательногосигнала
2.Адаптивноеуправление

D311Частотноеадаптивноеуправление
D311sdЧастотноеадаптивноеуправлениессамонастройкой

длительностиидентификации
D311sadЧастотноеадаптивноеуправлениессамонастройкойам-

плитудиспытательногосигнала
3.Синтезрегуляторов

D411Аналитическоеконструированиерегуляторов(АКоР)
D413Оптимальнаясистемаснаблюдателем(минимально-

фазовыйобъект)
D431H∞-субоптимальноеуправление
D441Точноеуправлениеобъектомпервоговида
D442Точноеуправлениеобъектомвтороговида
D443Точноеуправлениеобъектомтретьеговида
D444Точноеуправлениеобъектомчетвертоговида

Техническиесредства,вызовизагрузкасистемы.

СистемаГАММА(ВерсияГАММА-2РС)предназначенадляра-
ботынаперсональнойЭВМтипаIBMPC.Системаработаетпод
управлениемОСWindows95/98/2000/NT.Рекомендуемоеразреше-
ниеэкрана–800x600(мелкиешрифты)ивыше.Дляпросмотрафай-
ловсправкинакомпьютередолжнабытьустановленапрограмма
MicrosofWordизпакетаMicrosoftOffice.

Вызовизагрузкасистемыосуществляетсязапускомпрограммы
newgamma.exe.Дляудобствазапускарекомендуетсясоздатьярлык
нарабочемстолеиливменю"Пуск".Призапускесистемынаэкран
выводитсязаставкасдвумякнопками:"пользователь"и"разработ-
чик".Дляработысготовымидирективамиследуетнажатькнопку
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"пользователь".Далеенаэкранвыводитсясписокдоступныхдирек-
тив,разбитыйнагруппы.Пользовательвыбираетнужнуюдиректи-
вуизапускаетее.

Вводисходныхданных
Послевыборадирективыпоявляетсяокновводаисходныхданных.

Привводеданныхнеобходимопридерживатьсяследующихпра-
вил:

a)Дифференциальныеиалгебраическиеуравнениязаписываются
вихестественнойформе.Форматзаписиуравненияследующий:

<У>::=<ЧсУ>=<ЧсУ>|<ЧсУ>=0<ЧсУ>::

[{?}],<ЧУ>|[{?}]\,

<ЧУ>{?}<ЧУ><ЧУ>::=[<К>],<ИД>,[<НП>],[(<НПР>)],

где<У>–уравнение;<ЧсУ>–частьуравнения(леваяили
правая);<ЧУ>–членуравнения;<К>–коэффициент(целое
иливещественноечисло),если<К>=1,то<К>взаписичлена
уравненияможноопустить;<ИД>–идентификатор(строка);
<НП>–номерпеременной(целоечисло);<НПР>–номерпро-
изводной(целоечисло),если<НПР>=0,то<НПР>можноне
указывать.Например,j-япроизводнаяi-йкомпонентывектора
zзаписываетсякакzi(j).Левыеиправыечастиуравненийраз-
деляютсясимволом“=”,знак“+”упервыхчленовуравнений
можноопускатьвлевойиправойчастях.

б)Матрицазаписываетсяввидепоследовательностицелыхили
вещественныхчиселпострокам,элементыоднойстрокиотде-
ляютсядруготдругасимволомстрокиотделяютсясимволом
";".

в)Векторзаписываетсяввидепоследовательностицелыхиливе-
щественныхчисел,разделенныхсимволом";".

г)Числазаписываютсявсоответствиисправилами:Целыечисла
–вихестественнойформе,например,3,205ит.п.Веществен-
ныечисла–вформесфиксированнойилиплавающейточкой,
например,7.1264,-8.74E-3ит.п.

Загрузкаисохранениеданных.

Системаимеетвозможностьсохраненияизагрузкикакотдельных
элементов(чисел,векторов,матриц,уравнений),такивсехисходных
данныходновременно.Длясохраненияотдельногоэлементаследует
нажатьнакнопку"Сохр"справаотпанеливводаэтогоэлементаив
открывшемсяокневвестиимяфайла.Нажавнакнопку"Загрможно
аналогичнымобразомзагрузитьданныеизфайла.Длясохранения
изагрузкивсегонабораисходныхданныхследуетвоспользоваться
пунктамиверхнегоменю"Сохранить"и"Загрузить".

Выводрезультатов.
Результатыработыдирективыавтоматическивыводятсявокно

протокола.Длясохраненияпротоколавтекстовомфайле,напри-
мер,дляпоследующейпечати,следуетнажатьнапунктменю"Со-
хранить"ивоткрывшемсяокневвестиимяфайла.

8.2Директивысинтезарегуляторов

8.2.1Видымоделейобъектов

1.Уравненияобъекта,заданноговформеКоши,имеютвид

ẋ=Ax+B̃1w̃+B2u,y=C2x,(8.1)

гдеx(t)∈R
n

—векторсостоянийобъекта;u(t)∈R
m

—век-
торуправлений;y(t)∈R

r
–векторизмеряемыхпеременных;

w̃(t)∈R
µ

—векторвнешнихвозмущений;A,B̃1,B2иC2

—известныематрицычиселсоответствующихразмеров.Урав-
нения(8.1)вформе"вход-выход"имеетвид

T1(s)y=T2(s)u+T3(s)w̃,(8.2)

гдеполиномиальныематрицы

T1(s)=

a1 ∑

k=0

T
(1)
ks

k
,T2(s)=

a2 ∑

k=0

T
(2)
ks

k
,T3(s)=

a3 ∑

k=0

T
(3)
ks

k

строятся[?]наосновематрицуравнений(8.1).

2.Объект(8.1)приr=mназываетсяминимально-фазовым
(устойчивымпоуправлению),есликорниуравнения

detT2(s)=0(8.3)

имеютотрицательныевещественныечасти.

207208



3.Дляописаниязадачиточногоуправления(см.раздел4.2.3)рас-
смотримсистемууправления,описываемуюуравнениями

ẋ=Ax+B̃1w̃+B2u,y=C2x,z̃=C̃1x,(8.4)

ẋc=Acxc+Bcy,u=Dcxc+Ccy,(8.5)

гдеz(t)∈R
m1

—векторрегулируемыхпеременных,xc(t)∈
R
nc

—векторсостоянийрегулятора(8.5),Ac,Bc,Dc,Ccи
C̃1—матрицычиселсоответствующихразмеров.

Пустькомпонентывекторавозмущенийпредставленыввиде

w̃i(t)=

ρ∑

k=0

(δ
s
kisinωkit+δ

c
kicosωkit),i=1,µ,(8.6)

гдеамплитудыδ
s
k,δ

c
kичастотыωkk=1,ρ—произвольные

числа,нотакие,что

|w̃i(t)|≤w
∗
i,i=1,µ,(8.7)

гдеw
∗
ii=1,µ—заданныечисла(границывнешнихвозму-

щений).

Установившиесязначениярегулируемыхпеременных

z̃i,st=limsup
t→∞

|z̃i(t)|,i=1,m1.

Регулятор(8.5)обеспечиваетточноеуправление,если

z̃i,st≤z̃
∗
i,i=1,m1,(8.8)

гдеz
∗
i,i=1,m1—заданныечисла.

4.Объектпервоговидаописываетсяуравнениями

ẋ=Ax+B̃1(w̃+u),y=x,z̃=C̃1x,(8.9)

которыесовпадаютс(8.4)приB̃1=B2(µ=m)иC2=In
(In—единичнаяматрицаразмеровn×n).

5.Объектвтороговидаописываетсяуравнениями(8.4),если:

а)y=z̃(C̃1=C2,r=m=m1).(8.10)

б)полиномdetT2(s)—гурвицев(корниуравнения(8.3)имеют
отрицательныевещественныечасти).

6.Объекттретьеговидаописываетсяуравнениями

ẋ=Ax+B̃1w̃+B2u,y=x,z̃=C̃1x.

Этоболееобщийвид,чемпервый(B̃16=B2).

7.Объектчетвертоговидаописываетсяуравнениями(8.4)при
условии(8.10).Этоболееобщийвид,чемвторой(отсутствуют
ограничениянакорниdetT2(s)).

8.МодельобъектавформеЛагранжаимеетвид

γ1 ∑

i=0

Q
(i)
s
i
q=

γ2 ∑

j=0

M
(j)
s
j
u+

γ3 ∑

k=0

L
(k)
s
k
w,(8.11)

y=D̄q,(8.12)

гдеq(t)∈R
n1

—векторпромежуточныхпеременных,Q
(i)

,
M

(j)
,L

(k)
,D̄(i=1,γ1;i=1,γ2;i=1,γ3)—заданныемат-

рицычиселсоответствующихразмеров.

8.2.2ДирективaD411:Аналитическоеконструирование

регуляторов

Пустьимеетсяполностьюуправляемыйобъектописываемыйурав-
нением

ẋ=Ax+B2u.(8.13)

ТребуетсянайтиматрицуDcрегулятора

u=Dcx(8.14)

такую,чтобынадвиженияхсистемы(8.13),(8.14)припроизвольных
начальныхотклоненияхx(t0)минимизировалсяфункционал

J=

∫∞

0

(x
T
Qx+u

T
u)dt(8.15)

сзаданнойматрицейQ≥0.
РешениеэтойзадачисостоитвнахожденииматрицыP>0,удо-

влетворяющейалгебраическомууравнениюРиккати

AP+P
T
A−PB

T
2B2P=−Q(8.16)
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ивычислениюискомойматрицы

Dc=−B
T
P.(8.17)

Частофункционал(8.15)задаетсявформе

J=

∫∞

0

(z̃
T
Q

(0)
z̃+u

T
u)dt,Q

(0)
>0(8.18)

гдеQ
(0)

—заданнаяположительноопределеннаяматрица.Вэтом
случаевфункционале(8.15)

Q=C̃
T
1Q

(0)
C̃1(8.19)

Рассмотримфункционалболееобщейструктурычем(8.18),содер-
жащийпроизводныеуправлений

J=

∞∫

0

(z̃
T
Q

(0)
z̃+

ψ∑

i=0

u
(i)

T

M
T
iMiu

(i)
)dt(8.20)

гдеMii=1,ψ—заданнаяматрица(M0=Im).Решениезадачи
АКоРдляфункционала(8.20)имеетвид:

ψ∑

i=0

Ciu
(i)

=D̄cx,(8.21)

гдеCi,D̄ci=1,ψ—матрицычисел,которыеявляютсяреше-
ниемспециальнопостроенныхуравненийаналогичныхуравнениям
(8.16),(8.17).Уравнениядляматрицуравнения(8.21)приведеныв
[3.1].

8.2.3ДирективаD431:H∞-субоптимальноеуправление

МодельсистемывпространствесостоянийРассмотримси-
стемууправления,описываемуюуравнениями

ẋ=Ax+B1w+B2u,z=C1x+D12u,y=C2x+D21η,(8.22)

ẋc=Acxc+Bcy,u=Ccxc+Dcy,(8.23)

Второеизэтихуравненийсовпадаетс(8.5),апервоеотличается
от(8.4)слагаемымиD12uиD21w,гдеw=[w̃,η]

T
,η(t)∈R

r
—

векторпомехизмерения,D12иD21—матрицычиселсоответству-
ющихразмерностей.Этиматрицыдолжныобладатьследующими
свойствами

D
T
12[C1,D12]=[0,Im](8.24)
[B

1

D21

]
D
T
21=

[0

Ir

]
(8.25)

(ImиIr—единичныематрицыразмеровm×mиr×rсо-
ответственно)Чтобыудовлетворитьтребование(8.24),сформируем
векторzкак

z=

[z̃
u

]
=

[
C̃1

0

]
x+

[0

Im

]
u

итогдаматрицы

C1=

[
C̃1

0

]
,D12=

[0

Im

]

удовлетворяют(8.24).
Условие(8.25)выполняетсятаккак

B1=[B̃1,0],D21=[0,Ir]

Векторzсвязансвекторомвнешнихвозмущенийсоотношением

z=H(s)w,(8.26)

H∞нормаустойчивойдействительнойматрицыH(s)—эточис-
ло

‖H(s)‖∞=sup
0≤ω≤∞

σ̄[H(jω)],(8.27)

гдеσ̄[H(jω)]—наибольшеесингулярноезначениематрицыH(jω),
вычисляемоекак

σ̄[H(jω)]=max
i{λ

1/2
i[H

T
(−jω)H(jω)]},(8.28)

гдеλi[M]—i-тоесобственноезначениематрицыM.

ЗадачаH∞–субоптимальногоуправления.Найтирегулятор
(8.23)такой,чтобывыполнялосьследующееусловие

‖H(s)‖∞≤γ,(8.29)
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гдеγ—заданноеположительноечислои

γ>γ0=min
K(s)‖H(s)‖∞.(8.30)

АлгоритмрешениязадачиH∞-субоптимальногоуправле-
нияH∞субоптимальныйрегуляторнаходитсянаосновеследую-
щего[?]алгоритма.

1)Задатьнекотороезначениеγ>0.
2)РешитьдвауравненияРиккати

A
T
P+PA+γ

−2
PB1B

T
1P−PB2B

T
2P=−C

T
1C1,(8.31)

AR+RA
T

+γ
−2
RC

T
1C1R−RC

T
2C2R=−B1B

T
1,(8.32)

инайтиP≥0иR≥0.Еслитакиематрицынесуществуют,
увеличивγ,вернутьсяк2.

3)Проверить,чтоматрицыPиRнеотрицательно-
определенныеи|λi[PR]|<γ

2
i=1,n,еслиэтоусловиена-

рушается,вернутьсяк2,увеличивγ,есливыполняетсявернуться
кп.2уменьшивγ.

4)Сформироватьматрицырегулятора(8.23)

Ac=A+γ
−2
B1B

T
1P−(I−γ

−2
RP)

−1
RC

T
2C2,

Bc=(I−γ
−2
RP)

−1
RC

T
2,Cc=−B

T
2P,Dc=0.

(8.33)

Есливсекомпонентывекторасостоянийобъектауправления(8.22)
измеряются(y=x),тогдарешаетсятолькоуравнениеРиккати
(8.31),ирегулятор(8.23)имеетвид

u=Dcx,Dc=−B
T
2P.(8.34)

Уравнения(8.31),(8.32)решаютсянаосновевычислениясобствен-
ныхчиселгамильтониановыхматриц

H∞=

[
Aγ

−2
B1B

T
1−B2B

T
2

−C
T
1C1−A

T

]
(8.35)

J∞=

[
A
T

γ
−2
C
T
1C1−C

T
2C2

−B1B
T
1−A

]
(8.36)

Длярешенияуравнения(8.16)используетсяматрица(8.35)приγ→
∞.

8.2.4Директивыточногоуправления

Заменимтребования(8.8)кустановившимсяошибкамсистемы
(8.22),(8.23)неравенством

z̃
T
stQ

(0)
z̃st≤η

2
(8.37)

где

Q
(0)

=diag
[
(z

∗
1)

−2
,...,(z

∗
m1)

−2]
,z̃st=[z̃1,st,...,z̃m1,st]

T
.(8.38)

Приη=1условие(8.37)достаточнодлявыполнениятребований
(8.8).

Обозначим

J(ω̄,δ̄)=z̃
T
stQ

(0)
z̃st(8.39)

где

ω̄=[w1,...,wρ]
T
,δ̄=[δ̄

(1)
T

,...,δ̄
(ρ)

T

]
T
,(8.40)

δ̄
(k)

=[δ
(k)
1,...,δ

(k)
µ]

T
,k=1,ρ1,

δ
(k)
i=

√
|δ
s,k
i|2+|δ

c,k
i|2(i=1,µ,k=1,ρ1).

Будемговорить,чтоδ̄∈∆иω̄∈Ωесливыполняютсяограни-
чения(8.7).Значение

J=sup
ω̄∈Ω

sup
δ̄∈∆

J(ω̄,δ̄)(8.41)

называетсяпоказателемустановившейсяточности.

Задачаточногоуправления.Найтирегулятор(8.5)такой,что-
быошибкасистемы(8.4),(8.5)удовлетворяланеравенству

J≤η
2

(8.42)

дляη=1.Еслитакогорегуляторанесуществует,тонайтирегуля-
торидопускη

2
,длякоторыхвыполняетсяусловие(8.37)
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ДирективаD441:ОбъектпервоговидаРассмотримобъект
управления,описываемыйуравнениями(8.9).

Пустьэтотобъект,возбужденныйодночастотнымвнешнимвозму-
щениемw̃,замкнутрегулятором(обратнаясвязьпосостоянию)

u=D
∗
cx,(8.43)

вкоторомматрицаD
∗
cопределяетсякак

D
∗
c=−B

T
2P

∗
,(8.44)

гдеP
∗

—положительноопределеннаяматрица,удовлетворяющая
уравнениюРиккати

A
T
P

∗
+P

∗
A−P

∗
B2B

T
2P

∗
=−α

2
C̃
T
1Q̃

(0)
C̃1.(8.45)

ЕсликоэффициентαуравненияРиккати(8.45)выбираетсяизнера-
венства

α
2
≥

µ∑

i=1

w
∗
2

i,(8.46)

тогдарегулятор(8.43)обеспечиваетвыполнениетребований(8.42)
дляη=1кточностисистемы(8.9),(8.43).

ДирективыD442иD413:ОбъектвтороговидаРассмотрим
двапутипреобразованияуравнения(8.2)приr=mкформе(8.9)
объектауправленияпервоговида.

Первыйспособ[3.1]состоитвиспользовании“условных”векторов
управленийивозмущений

ū=T
−1
2(0)T2(s)u,w̄=T

−1
2(0)T3(s)w̃.(8.47)

Тогдауравнение(8.2)принимаетвид

T1(s)y=T2(0)(ū+w̄).(8.48)

Этоуравнениелегкопреобразуетсявформу

˙̄x=Āx̄+B̄2(ū+w̄),z̃=y=C̄1x̄,(8.49)

гдеx̄—полностьюизмеряемыйвектор,которыйвыражаетсяче-
резвекторyследующимобразом

x̄=Γ(s)y,(8.50)

гдеΓ(s)—полиномиальнаяматрица.
Второйспособбазируетсянаиспользованиивектораw̄,который

являетсярешениемследующегоуравнения

T2(s)w̄=T3(s)w(8.51)

Тогдауравнение(8.2)представляетсявформеT1(s)y=T2(s)(u+
w̄),которуюможнопреобразоватьследующимобразом

˙̄x=Āx̄+B2(ū+w̄),z̄=ȳ=C̄1x̄.(8.52)

ДирективаD442.
Найдемграницыw̄

∗
i“внешнихвозмущений”w̄.Этиграницымо-

гутбытьвычисленынаоснове(8.47)приодночастотномвозмущении
следующимобразом

w̄
∗
i=sup

0≤ω≤∞

∣∣
[T

−1
2(0)T3(jω)δ](i)

∣∣
k=1,m(8.53)

Послезаменывнеравенстве(8.46)w
∗
iнаw̄

∗
i,i=1,mреша-

етсяуравнениеРиккати(8.45)приA=Ā,B2=B̄2,C1=C̄1и
находится

ū=D̄cx̄.(8.54)

Уравнениерегуляторавформе“вход-выход”следуетиз(8.54),если
принятьвовниманиевыражения(8.47)и(8.50)дляūиx̄,

G(s)u=R(s)y,(8.55)

гдеполиномиальныематрицы

G(s)=T
−1
2(0)T2(s),R(s)=D̄cΓ(s).(8.56)

Преобразованиеуравнения(8.55)кформе(8.23)даетискомыйре-
гулятор.

Однакоможетслучиться,чтоуравнение(8.55)непреобразуетсяк
формеКоши(8.23).Например,еслиr=m=1истепеньполинома
R(s)большестепениполиномаG(s).

ВтакомслучаеуравнениеРиккати(8.45)изменяетсяследующим
образом.УравнениеРиккати(8.45)даетрешениезадачиоминимуме
функционала

J=

∫∞

0

[α
2
y
T
Q

(0)
y+u

T
u]dt,z̃=y(8.57)
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приw=0.
Еслифункционал(8.57)заменитьнафункционал

Jε=

∫∞

0

[α
2
y
T
Q

(0)
y+u

T
u+ε1u̇

T
u̇+...+εku

(k)
T

u
(k)

]dt,(8.58)

гдеεii=1,k—положительныедостаточномалыечисла,тогда
полиномиальнаяматрицаG(s)имеетструктуру

G̃(s)=T(s)T
−1
2(0)T2(s),(8.59)

гдеT(s)—полиномиальнаяматрицастепениk,котораяможет
бытьвсегдавыбранаизусловийпреобразования(8.55)кформе
(8.23).

КоэффициентыматрицыT(s)исчезают[3.1]вместесεii=
1,kтакжекаккоэффициентыматрицыR̄(s),входящейвматрицу
R̃(s)=R(s)+R̄(s).

Регулятор,полученныйтакимспособом

G̃(s)u=R̃(s)y(8.60)

близоккрегулятору(8.55)наинтервалечастот[0,ω
∗
],гдеω

∗
за-

виситотεii=1,k.

ДирективаD413.
Онаопираетсянауравнение(8.51).Границывнешнеговозмуще-

нияw̄(t)определяютсядляодночастотногослучаякак

w̄
∗
i=sup

0≤ω≤∞
[T

−1
2(jω)T3(jω)δ̄]i,=1,µ,(8.61)

Регулятор(8.23)описываетсявэтомслучаеуравнениями

˙̂x=Āx̂+B̄2ū+Kf(ȳ−C̄2x̂),(8.62)

ū=Ccx̂,(8.63)

где8.62—уравнениенаблюдателя,котороеможетбытьпереписано
как8.23,где

Ac=Ā+B̄2Cc−KfC̄2,Bc=Kf,Dc=0.(8.64)

НеизвестныематрицыKfиCcрегулятора(8.62),(8.63)опреде-
ляютсякак

Cc=−B
T
2P̄,Kf(ρ)=R(ρ)C

T
2,(8.65)

гдеP̄иR(ρ)положительноопределенныематрицырешенияурав-
ненийРиккати

Ā
T
P̄+P̄Ā−P̄B̄2B̄

T
2P̄=−α

2
C̄
T
2Q̃

(0)
C̄2,(8.66)

ĀR(ρ)+R(ρ)Ā
T
−R(ρ)C̄

T
2C̄2R(ρ)=−Q−ρ

2
B̄2WB̄

T
2.(8.67)

ЗдесьWиQ—положительнаяинеотрицательноопределен-
наяквадратныематрицысоответственно,ρ—некотороечисло.Eс-
липараметрαуравненияРиккати(8.66)выбиратьизнеравенства

(8.46)
(

гдеw
∗
iзаменяетсянаw̄

∗
ii=1,m

)
иρ

2
в(8.67)—

достаточнобольшоечисло(ρ→∞)(см.раздел4.1.7),тогдарегу-
лятор(8.23)скоэффициентами(8.64),(8.65)решаетзадачуточного
управления.

ДирективаD443:ОбъекттретьеговидаДляобъектаэтого
видаможетнесуществоватьуправленияu=Dcx,решающегоза-
дачуточногоуправления.Однакоестьдвачастныхслучая,когда
такоерешениесуществует.
Первыйслучай:существуетчислоγ

2
такое,чтоматрица

B3B
T
3=B2B

T
2−γ

−2
B1B

T
1≥0(8.68)

приэтомпара(B3,A)—стабилизируема(неравенство(8.68)озна-
чает,чтоB3B

T
3—неотрицательноопределеннаяматрица).

Вэтомслучаенаходимминимальноеγ
2

=γ
2
2,прикоторомвы-

полняетсянеравенство(8.68),ирешаемприγ
2

=γ
2
2следующее

уравнениеРиккати

A
T
P+PA+γ

−2
PB1B

T
1P−PB2B

T
2P=−α

2
C
T
1Q̃

(0)
C1,(8.69)

котороеприQ̃
(0)

=Imиα=1совпадаетсуравнением8.31.
Параметрαвуравнении(8.69)долженудовлетворятьусловию

α
2

=ργ
2
2

m∑

i=1

(w
∗
i)

2
(8.70)

Второйслучай:полиномdetT̃2(s)—гурвицев,гдеT̃2(s)—мат-
ричныйполиномуравненияобъектавформе“вход-выход”,еслиz̃
—выход

T̃1(s)z̃=T̃2(s)u+T̃3(s)w̃(8.71)
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Вэтомслучаерешимзадачу1дляобектоввтороговидаy=z̃и
получимрегулятор

G(s)u=R(s)z̃(8.72)

ПриводимегокформеКошииполагаемz̃=C1x.

Общийслучай
Вэтомслучаечислоα,входящеев8.69неизвестноипоэтому
используетсяследующийалгоритм:изменитьαинаходитьми-
нимальноезначениеγ

2
(α)(прикоторомрешениеуравнения8.69

P>0)дополучениячиселα0иν
2

таких,что

ν
2

=
γ

2
min(α0)

α2
0

=min
α

γ
2
min(α)

α2(8.73)

Искомоевзадачеточногоуправлениячисло

η
2

=ν
2

µ∑

i=1

w
∗2
i(8.74)

ДирективаD444:ОбъектычетвертоговидаЧтобырешить
задачуточногоуправлениядлятакогообъектаиспользуемуравне-
ния

A
T
P+PA+γ

−2
β

2
PB1Q̃

(1)
B
T
1P−PB2B

T
2P=−α

2
C
T
1Q̃

(0)
C1,(8.75)

AR+RA
T

+γ
−2
α

2
RC

T
1Q̃

(0)
C1R−RC

T
2C2R=−β

2
B1Q̃

(1)
B
T
1,(8.76)

гдеQ̃
(1)

=diag[q̃
(1)
11,...,q̃

(1)
mm],q̃

(1)
11≥0,β—некотороечисло,пара

(B1L̃
(1)
,A)—стабилизируема,гдеL̃

(1)
=diag

[√
q̃
(1)
11,...,

√
q̃
(1)
mm

]

(L̃
(1)

T

L̃
(1)

=Q̃
(1)

).
Этиуравнениясовпадаютсуравнениями(8.31)и(8.32)приα=

β=1,Q̃
(0)

=I,Q̃
(1)

=I,C1=C2.
Выражениядляматрицрегулятора(8.23)имеютвид

Ac=A+γ
−2
β

2
B1Q̃

(1)
B
T
1P−B2B

T
2P−(I−γ

−2
RP)

−1
RC

T
2C2,

Bc=(I−γ
−2
RP)

−1
RC

T
2,Cc=−B

T
2P,Dc=0.

(8.77)
Уравнение(8.76)совпадаетприB1=B2суравнением(8.67),ис-
пользуемомдляпостроениянаблюдателявовторомметодесинтеза

регуляторов.Поэтому,еслиобъект(8.1)—минимально-фазовыйи
приведенкформе(8.52),топриγ→∞идостаточнобольшихβ

2

вуравнениях(8.75)
и(8.76)регулятор(8.23)cкоэффициентами(8.77)даетрешение

задачи,еслиαудовлетворяетнеравенству(8.46)приw
∗
i=w̄

∗
ii=

1,µ.
Числоνввыражении(8.74)находитсяаналогично.

ν
2

=min
0≤α≤∞

0≤β≤∞

γ
2
min(α,β)

α2(8.78)

8.3Директивыидентификации

8.3.1Постановказадачи

Рассмотримасимптотическиустойчивыйобъект,описываемыйдиф-
ференциальнымуравнением

y
(n)

+dn−1y
(n−1)

+···+d1ẏ+d0y=kγu
(γ)

+···+k1u̇+k0u+f,t≥t0,(8.79)

гдеy(t)–измеряемыйвыход;u(t)–измеряемыйвход,формируе-
мыйдляцелейидентификациииназываемыйиспытательнымсиг-
налом;f(t)–неизвестноеограниченноевозмущение:|f(t)|≤f

∗
,

гдеf
∗

–заданноечисло.Коэффициентыdiиkj,(i=1,n−1,j=
0,γ)–неизвестныечисла(γ<n).Дляпростотыдалееполагаем,
чтоn–известноечисло.

Выходивходобъекта(8.79)ограничены:

|y(t)|≤y−,|u(t)|≤u−,t≥t0,(8.80)

гдеy−иu−–заданныечисла.Числоy−таково,чтовыполняется
условие

|ȳ(t)|<y−,t≥t0,(8.81)

вкоторомȳ(t)–«естественный»выходобъекта(выходврежимеего
нормальнойэксплуатации,когдаиспытательныйсигналотсутствует
(u(t)=0)).

Примечание2.Понятие«естественный»выходобъектаможет
включатьвсебяболееобщийслучай,когдакобъекту(8.79)наряду
свозмущениямиf(t)приложенуправляющийсигналuprog(t).В
этомслучаевуравнении(8.79):u(t)=uprog(t)+utest(t),гдеutest(t)
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–испытательныйсигнал.Включаяфункциюkγu
(γ)
prog+···+k1u̇prog+

k0uprogвфункциюf(t)иопускаянижнийиндексu(t):=utest(t),
приходимкуравнению(8.79).Ограничения(8.80)иусловие(8.81)
означают,чтоиспытательныйсигналиспользуетлишьостаточные
(остающиесяврежименормальнойэксплуатацииобъекта)ресурсы
|ȳ(t)|−y−,определяющиесячисламиy−иu−.

Задачаидентификациисостоитвнахожденииоценоккоэффици-
ентовобъекта(8.79).

8.3.2Уровнинеопределённостиобъекта

Запишемпередаточнуюфункциюобъекта(8.79)ввиде

w(s)=K

p1+p2+p3 ∏

k=p1+p2+1

(Tks+1)

p=p1+p2+p3+p4 ∏

k=p1+p2+p3+1

(
T

2
ks

2
+2Tkξk−p1−p3s+1

)

p1 ∏

k=1

(Tks+1)

p1+p2 ∏

k=p1+1

(
T

2
ks

2
+2Tkξk−p1s+1

)
,

гдеK–коэффициентпередачи,Tk(k=1,p)–постоянныевремени
объекта,ξk(k=1,p2+p4)–декрементызатухания.

ПустьK=K
0
+∆K,Tk=T

0
k+∆Tk(k=l,p)иξk=ξ

0
k+∆ξk(k=

l,p2+p4),где∆K,∆Tkи∆ξk–отклоненияпараметровобъекта
отизвестныхзначенийK

0
,T

0
k(k=l,p)иξ

0
k(k=l,p2+p4)–

параметровпредполагаемоймодели.
Этиотклоненияудовлетворяютнеравенствам

∣∣
∣∣∆K
K0

∣∣
∣∣≤δ

K
,

∣∣
∣∣∆Tk
T0
k

∣∣
∣∣≤δ

T
k(k=l,p),

∣∣
∣∣∆ξk
ξ0
k

∣∣
∣∣≤δ

ξ
k(k=l,p2+p4),

вкоторыхδ
K

,δ
T
k(k=l,p)иδ

ξ
k(k=l,p2+p4)–положительные

числа(допусканаотклоненияпараметров).
Триуровнязначенийэтихдопусковопределяютуровнинеопреде-

лённостикоэффициентовобъекта(8.79).

Первыйуровень(низкийуровеньнеопределённости)

δ
K

≤0.1,δ
T
k≤0.1(k=l,p),δ

ξ
k≤0.1(k=l,p2+p4).(8.82)

Структурныепараметрыn,γ,pi(i=l,4)–известны.

Второйуровень(среднийуровеньнеопределённости)

0.1≤δ
K

≤5,0.1≤δ
T
k≤5(k=l,p),

0.1≤δ
ξ
k≤5(k=l,p2+p4).

(8.83)

Известенструктурныйпараметрn.

Третийуровень(высокийуровеньнеопределённости)

δ
K

≥5,δ
T
k≥5(k=l,p),δ

ξ
k≥5(k=l,p2+p4).

Структурныепараметрыn,γ,pi(i=l,4)–неизвестны.

Алгоритм(иследовательно,директива)идентификациисуще-
ственнозависитотуровнянеопределённостиобъекта.

ДирективыD111иD111sdпредназначеныдляидентификацииобъ-
ектовспервымуровнемнеопределённости,D111sad–дляидентифи-
кацииобъектоввторогоиD111sefad–третьегоуровнянеопределён-
ности.

8.3.3Испытательныйсигнал

Дляидентификацииобъекта(8.79)используетсяиспытательный
сигнал

u(t)=

n∑

i=1

ρisinωit,

гдеρiиωi(i=l,n)–егоамплитудыичастоты.Амплитудыиспы-
тательногосигналаопределяютсяограничениями(8.80)навыходы
ивходыобъекта,аегочастотыдолжныудовлетворятьусловию

ωl≤ω≤ωu,

где

ωl=min
1≤k≤p

{1

|Tk|

}
,

ωu=max
1≤k≤p

{1

|Tk|

}
.
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8.3.4ДирективаD111:Частотнаяидентификация

Онапредназначенадляидентификацииобъектовпервогоуровня
неопределённости.Такаяидентификацияиспользуетсядлядиагно-
стикирежимаработыобъекта.Действительно,пустьимеетсямного-
режимныйобъект(режимыA,B,C,...),коэффициентыуравнения
(8.79)которогосущественноизменяютсяприпереходеотрежимак
режиму.Приэтомвкаждомрежимеработыобъектаегокоэффици-
ентыизвестныдостаточноточноивыполняютсянеравенства(8.82).

Цельидентификации–установить,работаетлиобъект,например,
врежимеAилинет,сравниваякоэффициентыидентифицированно-
гообъектасизвестнымикоэффициентамирежимаB.

Директиваимеетследующуюструктуру:
<D111>=<интерфейс><Df111><протокол>,<интерфейс>=<исходные

данные>

<преобразованиеисходныхданных>,<исходные

данные>=<коэффициентыуравнения(8.79)><параметрыparвнешнего

возмущения><интервалдискретностиh><ампли-тудыρiичастоты

ωi(i=1,n)испытательногосигнала><длительностьидентификации

τ+tF><моментначалафильтрацииtF>.

РасчётнаячастьдирективыDf111имеетструктуру:

<Df111>=<Cauchy1><Omm><Analysis><FourSu><FrId>.(8.84)

Онасостоитизмодулей,спомощьюкоторыхвыполняютсясодер-
жательныедлядирективыоперации:

Cauchy1–преобразуетуравнение(8.79)кформеКоши;

Omm–изменяетзаданныеиспытательныечастотытак,чтобыих
периодыбыликратныинтервалудискретностиh;

Analysis–моделируетуравнение(8.79),приведённоекформеКо-
ши.

FourSu–фильтрФурье–находитоценкичастотныхпараметров
объекта(8.79),вычисляядлякаждогоρ=ρiиω=ωi(i=1,n)

α(τ)=
2
ρτ

∫tF+τ

tFy(t)sinω(t−tF)dt,

β(τ)=
2
ρτ

∫tF+τ

tFy(t)cosω(t−tF)dt,
(8.85)

гдеτ–времяфильтрации,tF–моментначалафильтрации.

FrId1–решениечастотныхуравненийидентификации.

Примечание3.Таккаксобственныечастотыω
c
i(i=1,p)объ-

екта(8.79)известны

ω
c
i=

1

|Ti|
(i=1,p),

томожновыбиратьиспытательныечастотыдостаточноблизкок
собственным.Вчастности,nиспытательныхчастотмогутбыть
выбраныблизкимиккорнямзнаменателяпередаточнойфункции
объекта(ωi=ω

c
i,i=1,p1+p2),используямодульVibFp.

Примечание4.Амплитудыиспытательныхчастотвычисляются
следующимобразом.Исходяизтого,чтокаждаяизnиспытатель-
ныхчастотдолжнавноситьодинаковыйвкладввыходнойсигнал
y,будемопределять

ρi=
y−/n

|w(jωi)|
(i=1,n),(8.86)

Еслиприэтомнарушаетсяусловие

n∑

i=1

ρi≤u−,

то,определив

ρ=
u−
n∑
i=1

ρi

иумноживправуючасть(8.86)наэточисло,найдёмискомыеам-
плитуды.

ЭтиоперациивыполняютсямодулемVibAm.

8.3.5ДирективаD111sd:Частотнаяидентификациясса-

монастройкойдлительностифильтрации

Директиваслужитдляболееточнойидентификации(диагностики)
режимаработыобъекта,когдаразличиемеждукоэффициентами
объекта(8.79)дляразличныхрежимовегоработынеоченьвелико.
Еслидлительностьидентификациизадаётся,каквдирективеD111,
априори,тоточностьидентификацииможетоказатьсянизкой,по-
этомудиагностикарежимаработыобъектабудетневерной.

Дляобеспеченияточностиидентификациинеобходимасамона-
стройкадлительностифильтрации(selftuningofdurationofidentifi-
cation)–этоотраженовназваниидирективыаббревиатуройsd).
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Длительностьидентификацииопределяетсяизусловий

∣∣
∣∣ᾱ(τ)

α(τ)

∣∣
∣∣≤εα,

∣∣
∣∣β̄(τ)

β(τ)

∣∣
∣∣≤εβ,τ≥τl,(8.87)

вкоторыхᾱ(τ)иβ̄(τ)–выходыфильтраФурье(8.85)приy(t)=
ȳ(t),аεαиεβ–заданныечисла–параметрыалгоритмасамо-
настройкидлительностиидентификации(поумолчаниюεα=εβ=
10

−3
).Прификсированномτ=τ

∗
числа

Kα(τ
∗
)=

∣∣
∣∣ᾱ(τ

∗
)

α(τ∗)

∣∣
∣∣иKβ(τ

∗
)=

∣∣
∣∣β̄(τ

∗
)

β(τ∗)

∣∣
∣∣

называютсякоэффициентамидинамическойкорреляции.
Онихарактеризуютсвязьвнешнеговозмущенияииспытательного

сигнала.Еслитакаясвязьотсутствует,то

lim
τ→∞

Kα(τ)=lim
τ→∞

Kβ(τ)=0.

Процедурасамонастройкидлительностиидентификации.
1.Задаёмначальнуюдлительность

τ1=p10
2π

ω
,(8.88)

гдеp10–параметралгоритмасамонастройкидлительности–за-
данноечисло(поумолчаниюp10=3),иприкладываемкобъекту
(8.79)испытательныйсигнал

u(t)=ρsinω(t−t0)(8.89)

сзаданнымиамплитудойρичастотойω(например,ρ=ρ1и
ω=ω1).ВыходыфильтраФурье(8.85)даютчислаα(τ1)иβ(τ1).

2.Полагаемu(t)=0ивмоментвремениτ=2τ1получимна
выходахфильтра(8.85)числаᾱ(τ1)иβ̄(τ1).

3.Проверяемвыполнениенеравенств(8.87).Еслионинарушают-
ся,товозвращаемсякп.1,удваиваемдлительностьидентификации
приu(t)6=0иu(t)=0и,составляяотношениевыходовфиль-
траФурьеα(4τ1)иᾱ(6τ1),проверяемусловие(8.87).Продолжая
этотпроцесс,найдёмискомуюдлительностьτl.Длительностьэтого
процессаможетбытьограниченачисломpmax,котороеопределяет

максимальноечислоописанныхувеличенийдлительностииденти-
фикации.Числоpmaxтакжеявляетсяпараметромалгоритмасамо-
настройкидлительности(поумолчаниюpmax=10).Этапроцедура
реализуетсямодулемTunFour.

ДирективаD111sdотличаетсяотдирективыD111следующим:
a)исходныеданныеинтерфейсанесодержатзадаваемыхдлитель-

ностиидентификации–τ+τFимоментаначалафильтрации–tF;
б)расчётнаячасть–Df111sdимеетструктуру(8.84),гдемодуль

FourSuзамененмодулемTunFour.
ДирективаD111sdсодержитпараметрыалгоритмасамонастрой-

кидлительностиидентификации:εα,εβ,p10иpmax,которые
уточняются(посравнениюсзаданнымипоумолчанию).

8.3.6ДирективаD111sad:Частотнаяидентификациясса-

монастройкойдлительностифильтрациииамплитуд

испытательногосигнала

Значительныеинтервалыразбросакоэффициентовобъекта(8.79)
второгоуровнянеопределённостинепозволяютнайтиаприориам-
плитудыиспытательногосигналатак,чтобывыполнялисьограни-
чения(8.80)выходаобъекта,ипоэтомунеобходимасамонастройка
амплитудиспытательныхгармониквпроцессеидентификации.Она
выполняетсямодулемTunAmpследующимобразом.

Амплитудаρсигнала(8.89)находитсяпутёмуменьшенияегозна-
чения,начинаясρ=u−.Еслиприэтомзначенииамплитудыне
выполняетсятребование(8.80)квыходуобъекта,длительностьин-
терваловиспытанийравнаτ1,котороенаходитсяиз(8.88)(привы-
полнениитребования(8.80)искомоеρ=u−).

Поокончаниипроцессанастройкиамплитуд,когданайденаиско-
маяамплитудаρ

∗
,модульTunAmpвычисляетпоказательинтенсив-

ностииспытательногосигнала

κ=|ymax−ȳmax|
|ymax|

,

где

ymax=max
tF+τ/2≤t≤tF+τ|y(t)|,ȳmax=max

tF+τ/2≤t≤tF+τ|ȳ(t)|,τ=Tb.

Еслиκ<0.1,тонаэкранвыводитсясообщение.
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Дляопределенияиспытательныхчастотиспользуютсяаприорные
оценкиω̂lиω̂uнижнейиверхнейграницсобственныхчастотобъ-
екта.Этиоценкинетруднополучить,используя(8.83).Используя
их,испытательныечастотыопределяютсямодулемTestOmкак

ω1=ω̂l,logωk=logω̂l+(k−1)
logω̂u−logω̂l

n
(k=2,n.

Таккакструктурныйпараметрγуравнения(8.79)неизвестен,
тоидентификацияосуществляетсяприγ=n−1.Этопорожда-
етдополнительныекорничислителяпередаточнойфункцииобъек-
та,еслиистинноезначениеγ<n−1.Этидополнительныекор-
нипомодулю,какправило,существеннобольшемодулейкорней
знаменателяпередаточнойфункции,ипоэтомуспомощьюмодуля
Decrenпостоянныевремени,соответствующиедополнительнымкор-
ням,опускаются(обнуляются).

ДирективаD111sadимеетследующуюструктуру:
<D111sad>=<интерфейс><Df111sad><протокол>,
<интерфейс>=<исходныеданные>

<преобразованиеисходныхданных>,
<исходныеданные>=<коэффициентыуравнения(8.79)><параметры
parвнешнеговозмущения><интервалдискретностиh><грани-ца

выхода–y−ивхода–u−><оценкиграницωlиωuсобственных

частотобъекта>.Расчётнаячастьдирективы–Df111sadимеет
структуру:

<Df111sad>=<Cauchy><TestOm><TunAmp><TunFour><FrId><Decren>.

8.3.7ДирективыD111sfloadиD111sefad:Частотнаяиден-

тификацияссамонастройкойдлительностифильтра-

ции,амплитудичастотиспытательногосигнала

Неопределённыеинтервалыразбросакоэффициентовобъекта(8.79)
третьегоуровнянеопределённостинепозволяютнайтиаприори
оценкиω̂lиω̂uнижнейиверхнейграницсобственныхчастотобъ-
екта,ипоэтомунеобходимооценитьэтиграницывпроцессеиденти-
фикации.Оценканижнейграницысобственныхчастотосуществля-
етсямодулемTunFloследующимобразом.Задаваясьдостаточнома-
лымчисломω0(котороеназываетсяначальнымзначениемоценки
нижнейграницыωlиявляетсяпараметромалгоритмаоценивания
нижнейграницы),возбуждаемобъект(8.79)гармоникой(8.89)при

ω=ω0иамплитудой,определяемойспомощьюмодуляTunAmp,и
вычисляемоценку:

ω̂
(1)
l=

ω0α(τ)

β(τ)
,

гдедлительностьτнаходитсямодулемTunFour.Затемизложенное

повторяетсядляω=ω0/2,инаходитсяноваяоценкаω̂
(2)
lит.д.,

дотехпор,поканевыполнитсяусловие
∣∣
∣ω̂

(i)
l−ω̂

(i−1)
l

∣∣
∣

∣∣
∣ω̂

(i−1)
l

∣∣
∣

≤εflo,i=2,3,...,pmax,(8.90)

гдеεflo–заданноечисло(параметралгоритмаоцениваниянижней
границы).

Параметрамиалгоритмаоценкинижнейграницысобственныхча-
стотявляютсячислаω0иpflomax–максимальноечислоинтерва-
лов,используемыхввыражении(8.90).Этипараметрыдополняют-
сяпараметрамиалгоритманастройкидлительности,реализуемого
модулемTunFour,таккакпоследниемогутнесовпадатьсодноимён-
нымипараметрамимодуляTunFour,используемойприидентифика-
ции.Оценкаверхнейграницыω̂uсобственныхчастотобъектамо-
жетбытьполученакосвеннымлибопрямымспособом.Вдирективе
D111sfloadиспользуетсякосвенныйспособ,которыйпредполагает,
чтоизвестнаоценкаM̂диапазонасобственныхчастотобъекта:

M=
ωu
ωl
,

итогдаискомаяграница

ω̂u=Mω̂l,

гдеM̂–параметралгоритмаоценкинижнейграницы(поумолча-
ниюM̂=100).ВдирективеD111sefadоценкаω̂lнаходитсяпря-
мымспособом,аналогичнымнахождениюоценкинижнейграницы
ωl.ЭтотспособреализуетсямодулемTunAmp,структуракоторойсов-
падаетсоструктуроймодуляTunFlo.Параметрыэтогомодуляω0,
εfup,pfupmax.Нотеперьпараметрω0–достаточнобольшоечис-
ло,котороеудваиваетсядотехпор,поканевыполнитсянеравенство
(8.90).

МодульTunFupимеетследующуюструктуру:

<TunFup>=<TunAmp><TunFour>.
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РасчётнаячастьдирективD111sfloadиD111sefadсодержитмо-
дулирасчетнойчастидирективыDf111sad,таккакпослеопреде-
лениянижнейиверхнейграницсобственныхчастотзадачаиденти-
фикациисводитсякзадаче,решаемойдирективойD111sad.Итак,
<D111sfload>=<интерфейс><Df111sfload><протокол>,
<интерфейс>=<исходныеданные>

<преобразованиеисходныхданных>,
<исходныеданные>=<коэффициентыуравнения(8.79)><параметры
parвнешнеговозмущения><интервалдискретностиh><грани-ца

выхода–y−ивхода–u−>.
Расчётнаячастьдирективы:

<Df111sfload>=<Cauchy><TunFlo><Df111sad>.

ДирективаD111sefadимеетследующуюструктуру:
<D111sefad>=<интерфейс><Df111sefad><протокол>,
<интерфейс>=<исходныеданные>

<преобразованиеисходныхданных>,
<исходныеданные>=<коэффициентыуравнения(8.79)><параметры
parвнешнеговозмущения><интервалдискретностиh><грани-ца

выхода–y−ивхода–u−>.
Расчётнаячастьдирективы:

<Df111sefad>=<Cauchy><TunFup><Df111sad>.

8.4Директивыадаптпвногоуправления

8.4.1Постановказадачи

Адаптивноеуправлениедляобъекта(8.79)формируетсярегулято-
ромскусочно-постояннымикоэффициентами

g
[i]
n−1u

(n−1)
+···+g

[i]
1u̇+g

[i]
0u=

=r
[i]
n−1(y

(n−1)
+v

(n−1)
[i])+···+r

[i]
1(ẏ+v̇[i])+r

[i]
0(y+v[i]),

ti−1≤t≤ti,i=1,N,

(8.91)

гдеi–номеринтервалаадаптации
(
i=1,N

)
,v[i](t)–испыта-

тельныйсигнал.
Поокончанииадаптациирегуляторимеетвид

gn−1u
(n−1)

+···+g1u̇+g0u=rn−1y
(n−1)

+···+r1ẏ+r0y,t≥tN>t0(8.92)

иобеспечиваетвыполнениетребованиякточностирегулирования

|y(t)|≤y
∗
,t≥tN,(8.93)

гдеy
∗

–заданноечисло.Впроцессеадаптацииучитываютсяогра-
ничения(8.93).

8.4.2Общаяструктурадирективимодулисинтезарегуля-

торов

Интервалыадаптациирегулятора(8.91)крегулятору(8.92)состоят
изгруппинтервалов.Вовремяпервойгруппыинтервалов

(
i=1,N

)

объект(8.79)идентифицируетсяспомощьюмодулейидентифика-
ции,взависимостиотуровнянеопределённостиегокоэффициентов.
ЗатемспомощьюмодуляAKOPнаходится(поидентифицированным
коэффициентамобъекта)регулятор(8.91),приi=N+1объект
замыкаетсяэтимрегулятором,иначинаетсявтораягруппаинтер-
валовадаптации,втечениикоторойсистема,состоящаяизобъек-
тазамкнутогорегулятором,идентифицируетсяспомощьюдиректив
идентификации.

Используярезультатидентификациисистемыикоэффициенты
регулятора,спомощьюмодуляReCalculвычисляютсяуточнённые
оценкичастотныхпараметровобъекта.Онипозволяютнайтиновые
значенияоценоккоэффициентовобъекта,используякоторые,нахо-
дятсяспомощьюмодуляAKOPновыезначениякоэффициентоврегу-
лятораит.д.,дотехпор,поканевыполнятсятребованиякточности
(8.93).

Придостаточнобольшойдлительностиидентификацииобъекта
втечениипервойгруппыинтерваловможнодостичьнизкогоуров-
нянеопределённостизамкнутойсистемы.Однакоэтоозначает,что
втечениидостаточнобольшоговременибудетнарушатьсятребо-
вание(8.93)кточности.Чтобысократитьэтовремя,длительность
идентификацииобъектауменьшается,изамкнутаясистемаможет
иметьсреднийивысокийуровеньнеопределённости.Этоприводит
киспользованиюдляидентификациизамкнутойсистемыдиректив
идентификациисосреднимивысокимуровнемнеопределённости.

МодульAKOP

Онпредназначендлясинтезарегуляторовпутёмрешениязадачи
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оминимумефункционала

J=

∫∞

0

{
qy

2
+u

2
+ε

2
1u̇

2
+···+ε

2
ψ

[
u

(ψ)]2}
dt,(8.94)

гдеψ=n−γ,аεi,i=1,ψ–коэффициенты,которыеопределяются
впроцессеработымодуляAKOPвзависимостиотвеличины

q11=
f
∗2

y∗2.

Характеристическийполиномуравнениядляэкстремалейфунк-
ционала(8.94)насвязях(8.79)имеетвид

∆(s)=d(−s)d(s)e(−s)e(s)+qk(−s)k(s),(8.95)

гдеe(s)–заданныйполином,степениdege(s)=n−1,называемый
далееполиномомреализуемости.

СпомощьюмодуляDecнаходитсягурвицевполиномψ(s),такой,
что

∆(s)=ψ(−s)ψ(s).

ИспользуямодульBezout,решаетсятождествоБезу

d(s)g(s)−k(s)r(s)=ψ(s),(8.96)

котороедаётполиномыg(s)иr(s)регулятора(8.92).
Полиномe(s)служитдляобеспеченияусловияреализуемостире-

гулятора,получаемогоизтождестваБезу.Изэтогоусловия

degg(s)≥degr(s),

иусловияdegr(s)=n−1разрешимоститождестваБезу,следует,
чтополиномψ(s)должениметьстепень

degψ(s)≥2n−1,

ипоэтому
dege(s)≥n−1.

Полиномe(s)формируетсякак

e(s)=k2(s)e1(s),

гдеk2(s)–гурвицевполином,такой,что

k(s)=k1(s)k2(s),

гдеk1(s)–полином,корникоторогоимеютнеотрицательныевеще-
ственныечасти.

Полиномe1(s)построенследующимобразом.Онявляетсягурви-
цевымполиномом,определяемымспомощьюмодуляDecr,изтож-
дества

e1(−s)e1(s)=ε1(s
2
),

вкоторомполиномε1(s
2
)=1−ε

2
1s

2
+···+(−1)

ψ1
ε
2
ψ1s

2ψ1
,ψ1=

n−1−degk2(s),спомощьюмодуляFormEps,как

ε
2
i=

C
i
n

α2iω2i,i=1,ψ1,

гдеC
i
n–числосочетанийизnэлементовпоi,α–заданноечисло

(параметралгоритмасинтеза,поумолчаниюα=10),ω–частота
срезасистемы(8.79),(8.92).Этачастотанаходитсяизравенства

∣∣
∣∣k(jω)

d(jω)·
d̄(jω)

ḡ(jω)

∣∣
∣∣=1,(8.97)

вкоторомḡ(s)иr̄(s)находятсяизтождества(8.96),гдеполином
ψ(s)находитсямодулемSrezизтождества(8.95)приe(s)=k2(s)
(т.е.e1(s)=1).Приk2(s)=1степениполиномовk(s)r̄(s)и
d(s)ḡ(s)равныипоэтомуможетслучитьсятак,чтонесуществу-
етω,удовлетворяющегоравенству(8.97).Поэтомуприk2(s)=1
степеньполиномаr̄(s)уменьшаетсяпутёмделенияэтогополинома
наегонаибольшийпомодулюкорень(илипарунаибольшихкорней,
еслионикомплексно-сопряжены).Такоеуменьшениестепениполи-
номаr̄(s)осуществляетсямодулемDecr.

Послевычисленияполиномовg(s)иr(s)регулятораспомощью
модуляRadiпроверяетсярадиусrзапасовустойчивости

r
2

=max
0≤ω≤∞

ψ(−s)ψ(s)

d(−s)d(s)g(−s)g(s)
.

Есливеличинаr<0.7,тоуменьшаетсявеличинаq(т.е.тре-
буемаяточностьрегулированиянедостижима),проверяетсяизло-
женное,итакдотехпор,поканебудетнайденозначениеq,при
которомr≥0.7.
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Такимобразом

<AKOP>=<Dec><Bezout><Decr><Srez><Dec2><FormEps><Radi>.

МодульFormTu

Онформируетуравнениесистемы(8.79),(8.92)наосновеуравне-
нийобъекта

ẋ=Ax+b1u+b2f,y=cx,(8.98)

ирегулятора

ẋc=Acxc+bc(y−v),u=ccxc+dc(y−v).(8.99)

Уравнениесистемыимеетвид

ẋs=Asxs+bs1v+bs2f,
ys1=y=cs1xs+ds11v+ds12f,
ys2=u=cs2xs+ds21v+ds22f,

(8.100)

гдеAs=

(
A+dcb1cb1cc

bccAc

)
,bs1=

(
−dcb1
−bc

)
,bs2=

(
−b2
0

)
,

cs1=
(
c0

)
,cs2=

(
dcccc

)
,ds11=0,ds12=0,ds21=−dc,

ds22=0.
Уравнения(8.100)решаютсяспомощьюмодуляAnSys.
МодульReCalcul
Позволяетнайтичастотныепараметрыобъекта(8.79)почастот-

нымпараметрамсистемы(8.79),(8.92),когдарегулятор(8.92)изве-
стен.Дляэтогоиспользуетсяочевиднаясвязьпередаточнойфунк-
цииw(s)=k(s)/d(s)объектаспередаточнойфункциейws(s)=
wc(s)w(s)

1+wc(s)w(s)
замкнутойсистемы,гдеwc(s)=r(s)/g(s)–переда-

точнаяфункциярегулятора:

w(sk)=
ws(sk)

[ws(sk)+1]wc(sk)
=αk+βk,k=1,n,

гдеsk=ωk,k=1,n.

8.4.3ДирективаD311:Частотноеадаптивноеуправление

Онапредназначенадлядиагностикирежимаработыобъектаипере-
стройкирегулятораприпереходахсодногорежиманадругой,если
режимработыобъектаизменяется,когдаобъектзамкнутрегулято-
ром.

Директиваимеетструктуру:<D311>=<интерфейс><Df311><протокол>,
<интерфейс>=<исходныеданные>

<преобразованиеисходныхданных>,
<исходныеданные>=<исходныеданныедирективыD111><интервал

дискретностизамкнутойсистемы–hs><амплитудыρsiи

частотыωsi,i=1,nsиспытательногосигналазамкнутой

системы><длительностьидентификациизамкнутойсистемы–
τs+tsF><моментначалафильтрации–tsF>.

Расчётнаячастьдирективыимеетвид:

<Df311>=<Df111><AKOP><ReCalcul><FrId><AnSys>.

8.4.4ДирективаD311sd:Частотноеадаптивноеуправле-

ниессамонастройкойдлительностиидентификации

объекта

Директиваслужитдляболееточнойидентификациирежимаработы
объектаиперестройкирегулятора.

Еёструктура:<D311sd>=<интерфейс><Df311sd><протокол>,
<интерфейс>=<исходныеданные>

<преобразованиеисходныхданных>,
<исходныеданные>=<исходныеданныедирективыD111sd><интервал

дискретностизамкнутойсистемы–hs><амплитудыρsiичастоты

ωsi,si=1,nsиспытательногосигналазамкнутойсистемы>.
Расчётнаячастьдирективыимеетвид:

<Df311sd>=<Df111sd><AKOP><ReCalcul><FrId><AnSys>.

8.4.5ДирективаD311sad:Частотноеадаптивноеуправле-

ниессамонастройкойдлительностиидентификации

объектаиамплитудиспытательногосигнала

Директивапредназначенадляадаптивногоуправленияобъектом
второгоуровнянеопределённости.

Онаимеетструктуру:<D311sad>=<интерфейс><Df311sad><протокол>,
<интерфейс>=<исходныеданные>

<преобразованиеисходныхданных>,
<исходныеданные>=<исходныеданныедирективыD111sad>

<интервалдискретностизамкнутойсистемы–hs><оценкиграниц

ωslиωsuсобственныхчастотзамкнутойсистемы>.
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Расчётнаячастьдирективыимеетвид:

<Df311sad>=<Df111sad><AKOP><ReCalcul><FrId><AnSys>.

8.5Примерыприменения

8.5.1Синтезточногоуправлениягироплатформой

Рассмотримследующиеуравнениядвухостнойгироскопической
платформыснеортогональнымрасположениемгироскоповнапло-
щадке:

q̈1+400q̇1+0.342q̇3+0.94q̇4−940q3+342q4=0
q̈2+400q̇2+0.866q̇3+0.5q̇4−500q3+866q4=0

8̇03q1+154q̇2+100q̇3+754q3+1130q4=u1+w1

−718q̇1−1070q̇2+200q̇4−867q3−754q4=u2+w2,

(8.101)

гдеq1иq2–измеряемыеуглыпрецессиигироскопов,q3иq4–
проекцииабсолютнойугловойскоростиплощадкинаееоси,u1и
u2-моментыдвигателейстабилизации;w1иw2–внешниевоз-
мущения,которыеявляютсяступенчатымилибогармоническими
функциями.

ui=

{
0t=t0
wi=conctt≤t0

(i=1,2)

wi=Misinωit,

гдеwi,Mi,ωi–неизвестныечисла.Приэтом

|wi|≤10
3

либо|Mi|≤10
3
,(i=1,2)(8.102)

Задача4.1.Найтидифференциальныеуравнениярегуляторапри
которыхвустановившемсярежимеошибкистабилизацииудовле-
творяютнеравенствам

|qi|≤5∗10
−4

(i=1,2),(8.103)

гдеqi=lim
t→∞

qi(t),(i=1,2).

ЗадачарешаласьcиспользованиемдирективыD442"Точное
управлениеобъектомвтороговида".Пользовательввелуравнения
объекта(8.101),регулируемыепеременныеz1=q1,z2=q2и
требования(8.103)кним,атакжеграницывнешнеговозмуще-
ния(8.102).Нижеприводитсяфрагментпротоколаработыдирек-
тивысполученнымиматрицамирегулятора.

ПРОТОКОЛДИРЕКТИВЫD442

31.12.200422:31

Диф.уравненияобъектауправлениявформеЛагранжа:

q1(2)+400q1(1)+0.342q3(1)+0.94q4(1)-940q3+342q4=0;

q2(2)+400q2(1)+0.866q3(1)+0.5q4(1)-500q3+866q4=0;

803q1(1)+154q2(1)+100q3(1)+754q3+1130q4=u1+w1;

-718q1(1)-1070q2(1)+200q4(1)-867q3-754q4=u2+w2

Уравнениярег.переменныхобъектауправлениявформеЛагранжа:

1.000000.000000.000000.00000

0.000001.000000.000000.00000

Амплитудыступенчатыхвнешнихвозмущений:

1000;1000

Вектордопустимыхустановившихсяошибок:

0.0005;0.0005

РЕЗУЛЬТАТЫСЧЕТА

----------------

ТаблицаN10

Матрицырегулятора

Aр

0.00000-9.27588*10^60.000002.99255*10^5

1.00000-5.77571*10^30.000005.20132*10^1

0.000002.95416*10^50.00000-8.59938*10^6

0.000005.20134*10^11.00000-5.65737*10^3

Вр
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3.62405*10^84.96599*10^6

2.09225*10^5-5.89383*10^3

2.36826*10^8-5.60629*10^8

1.48173*10^5-3.38509*10^5

Cp

0.000007.40487*10^60.00000-3.62848*10^-10

0.000000.000000.000007.40487*10^6

Dp

-2.98443*10^81.12430*10^7

-2.14674*10^84.85525*10^8

8.5.2Идентификациятиповогообъекта

Рассмотримполностьюуправляемыйобъект,описываемыйуравне-
нием:

d3

...

y+d2ÿ+d1ẏ+d0y=k1u̇+k0u+m0f.(8.104)

Границавозмущения:
f
∗

=10.

Задача4.2.Найтиоценкикоэффициентовобъекта,такие,что-
быудовлетворялисьследующиетребованиякточностиидентифи-
кации

|4di|≤3,|4ki|≤3,i=1,3(8.105)

Примечание.Истинныекоэффициентыобъекта(8.104)

d0=25,d1=131,d2=31,d3=5,k0=25,k1=10,m0=25
(8.106)

возмущениеf(t)=10sin6.1t.
Объект(8.104)возбуждалсяиспытательнымвоздействием

u(t)=0.02(sin0.2t+sin4t+sin6t).(8.107)

Времязадержки–2периода,времяфильтрации–2периода,число
делений–100(T=

2π
100∗6).

Нижеприводитсяфрагментпротоколаработыдирективысистин-
нымииидентифицированнымипараметрамиобъекта.

ПРОТОКОЛДИРЕКТИВЫ

31.12.200421:22

Дифференциальноеуравнениеобъекта:

5y1(3)+31y1(2)+131y1(1)+25y1=-10u1(1)+25u1+25f1;

предполагаемаястепеньполиномаd(s):

3

предполагаемаястепеньполиномаk(s):

1

параметрывнешнеговозмущения:

10;6.1;0

параметрыиспытательноговоздействия:

0.02;0.02;0.02;0;0.2;4;6

параметрыфильтрации:

2;2;100

РЕЗУЛЬТАТЫСЧЕТА

----------------

ТаблицаN7

ИдентифицированныйполиномDident

1.0*s^3+6.07324*s^2+2.54487*10^1*s^1+4.85012

ИстинныйполиномD

1.0*s^3+6.2*s^2+2.62*10^1*s^1+5.0

ТаблицаN8

ИдентифицированныйполиномKident

-1.94435*s^1+4.85238

ИстинныйполиномK

-2.0*s^1+5.0

ТаблицаN9
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ИдентифицированнаяпередаточнаяфункцияWIdent

1.00046*s^0*(-4.007*10^-1*s+1)

-------------------------------------------------------

(5.00506*s+1)(4.11944*10^-2*s^2+2.41952*10^-1*s+1)

ИстиннаяпередаточнаяфункцияW

1.0*s^0*(-4.0*10^-1*s+1)

-------------------------------------------

(5.0*s+1)(4.0*10^-2*s^2+2.4*10^-1*s+1)

8.5.3Адаптивноеуправлениетиповымобъектом

Рассмотримполностьюуправляемыйобъект,описываемыйуравне-
нием:

d3

...

y+d2ÿ+d1ẏ+d0y=k1u̇+k0u+m0f,(8.108)

Границавозмущения:
f
∗
≤10.(8.109)

Задача4.3.Найтирегулятор

g2ü+g1u̇+g0u=r2ÿ+r1ẏ+r0y,(8.110)

такой,чтобыхарактеристическийполиномсистемы
(8.108),(8.110)ижелаемыйполином

ψ(s)=s
5

+15∗s
4

+85∗s
3

+225∗s
2
+274∗s+120(8.111)

удовлетворялиследующимтребованиям

|ψi−ϕi|≤0.2ψi,i=1,5(8.112)

Примечание4.2.Объектимеетвид(8.108),гдевозмущение
f(t)=10sin6.1t.

Объект(8.108)возбуждалсяиспытательнымвоздействием

u(t)=0.1(sin0.2t+sin4t+sin6t).(8.113)

Времязадержки–1период,времяфильтрации–2периода,число
делений–200(интервалдискретностиT=

2π
200·6).

Врезультатеидентификацииполученыследующиекоэффициенты
объекта:

d0=4.93,d1=25.79,d2=6.13;
k0=4.92,k1=−1.96.

(8.114)

Поэтимкоэффициентамсинтезированрегулятор:

g0=5.81,g1=8.86,g2=1;
r0=−18.54,r1=−23.73,r2=−0.50.

(8.115)

Система(8.108),(8.110)возбуждаласьиспытательнымвоздействием

u(t)=0.05(sin0.2t+sin1t+sin2t+sin4t+sin6t).(8.116)

Времязадержки–1период,времяфильтрации–2периода,число
делений–200(интервалдискретностиT=

2π
200·6).

Врезультатебылполученрегулятор:

g0=5.60,g1=8.76,g2=1;
r0=−18.40,r1=−24.19,r2=−0.66.

(8.117)

Нижеприводитсяфрагментпротоколаработыдирективы.

ПРОТОКОЛДИРЕКТИВЫ

31.12.200421:22

Дифференциальноеуравнениеобъекта:

5y1(3)+31y1(2)+131y1(1)+25y1=-10u1(1)+25u1+25f1

Полиномрегуляторапривозмущения:

1

Желаемыйхарактеристическийполиномсистемы:

s^5+15*s^4+85*s^3+225*s^2+274*s+120

Предполагаемаястепеньполиномаd(s):

3

Предполагаемаястепеньполиномаk(s):

1

Параметрыгармоническоговнешнеговозмущения:

10;6.1;0

Параметрыиспытательноговоздействияобъекта:
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0.1;0.1;0.1;0;0.2;4;6

Параметрыиспытательноговоздействиязамкнутойсистемы:

0.05;0.05;0.05;0.05;0.05;0;0.2;1;2;4;6

Параметрыфильтрацииобъекта:

1;2;200

Параметрыфильтрациизамкнутойсистемы:

1;2;200

РЕЗУЛЬТАТЫСЧЕТА

----------------

ТаблицаN8

Идентифицированныйполиномdident

1.0*s^3+6.13762*s^2+2.5798*10^1*s^1+4.93079

Истинныйполиномd

1.0*s^3+6.2*s^2+2.62*10^1*s^1+5.0

ТаблицаN9

Идентифицированныйполиномkident

-1.96994*s^1+4.92541

Истинныйполиномk

-2.0*s^1+5.0

ТаблицаN10

Синтезированныйполиномрегулятораgmod

1.0*s^2+8.86238*s^1+5.81245

Истинныйполиномрегулятораg

1.0*s^2+8.8*s^1+5.56757

ТаблицаN11

Синтезированныйполиномрегулятораrmod

-5.09842*10^-1*s^2-2.37308*10^1*s^1-1.85447*10^1

Истинныйполиномрегулятораr

-6.63784*10^-1*s^2-2.41989*10^1*s^1-1.84324*10^1

ТаблицаN20

Идентифицированныйполиномdident

1.0*s^3+6.23634*s^2+2.61953*10^1*s^1+4.99652

Истинныйполиномd

1.0*s^3+6.2*s^2+2.62*10^1*s^1+5.0

ТаблицаN21

Идентифицированныйполиномkident

-2.00383*s^1+4.99633

Истинныйполиномk

-2.0*s^1+5.0

ТаблицаN22

Синтезированныйполиномрегулятораgmod

1.0*s^2+8.76366*s^1+5.6099

Истинныйполиномрегулятораg

1.0*s^2+8.8*s^1+5.56757

ТаблицаN23

Синтезированныйполиномрегулятораrmod

-7.27806*10^-1*s^2-2.40465*10^1*s^1-1.84075*10^1

Истинныйполиномрегулятораr

-6.63784*10^-1*s^2-2.41989*10^1*s^1-1.84324*10^1
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8.6Комментарии

Началоширокогоиспользованияэлектронныхцифровыхвычис-
лительныхмашиндляанализаисинтезасистемавтоматического
управленияможноотнестинапериод1960–1970г.г.Вэтотпериод
былиразработаныпервыепрограммыдляЭВМ(модули),предна-
значенныедлямоделированияпроцессовуправления,анализаустой-
чивости,управляемостиинаблюдаемости,атакжесинтезарегуля-
торовнаосновеуравненийРиккати.

Впериод1970–1980г.г.интенсивноразрабатывалисьинтерактив-
ныепакетыпрограмм,использующиекомандно-управляющийязык,
которыйпозволялсоединятьотдельныемодуливжелаемойпосле-
довательности.

Однимиизпервыхтакихпакетовпрограмм,по-видимому,явля-
ютсяпакетыразработанныевШвеции:IDPAC[8.1](пакетдляпа-
раметрическойидентификации),SYNPAC[8.2](синтезрегуляторов
наосновеквадратичногокритерия,фильтраКалмана,наблюдателя
Люенбергера,преобразование,анализпроцессовит.д.).

ОдновременнобылиразработаныаналогичныепакетывАнглии:
КембриджскийкомплекссистемCLADP,вГермании:Автоматизи-
рованныйпакетдляанализаипроектированиясистемуправления
KEDDC,вСША:МАТЛАБ[8.4](которыйбазируетсянапакетах
линейнойалгебрытакихкакEISPACKиLINPACK),MATRIXX,
Xmath.Описаниеэтихпакетовимеетсявкниге[8.3]

Последниедесятьлетдоминирующееположениезанимает

CистемаMATLAB.Системасодержитсвыше600встроенных
математическихфункцийдляработысматрицами,векторами,по-
линомами,средствадляпостроенияграфическогоинтерфейсаполь-
зователя,удобныесредствадляработысграфикой.

КромевстроенныхфункцийMATLABсодержитдостаточноболь-
шоеколичествопакетоврасширениясистемы–тулбуксов.Тулбукс
(toolbox)-это,посутинаборm-файлов,позволяющихадаптировать
системукрешениюопределенногоклассазадач.Кнастоящемумо-
ментуразработаныпакетырасширениясистемы,позволяющихпро-
изводитьматематические,статистические,финансовые,электротех-
ническиерасчеты,обрабатыватьсигналыиизображенияит.д.

ПрограммноеобеспечениепостроенияСАУсодержитсявследую-
щихпакетахрасширения.

ControlSystemToolboxсистемыMATLABпредназначендлямо-
делирования,анализаипроектированиясистемавтоматического

управления-какнепрерывных,такидискретных.Функциипакета
реализуюттрадиционныеметодыпередаточныхфункцийисовре-
менныеметодыпространствасостояний.Впакетереализованысле-
дующиефункции:полныйнаборсредствдляанализамногомерных
систем;временныехарактеристики:переходная(step)иимпульсно-
переходная(impulse)функции,реакциянапроизвольноевоздей-
ствие(lsim);частотныехарактеристики:диаграммыБоде(bode),
Николса(nichols),Найквиста(nyquist)идр.;функциидляанали-
замоделейвпространствесостояний:управляемость(ctrb),наблю-
даемость(obsv),понижениепорядкамоделей(modred)идр.;функ-
циидлярасчетакоэффициентовобратныхсвязейметодомкорневого
годографа(rlocus,rltool);синтезрегуляторапометодузаданного
расположенияполюсовсистемы(place,estim,reg);проектирование
LQ-регуляторов(kalman,lqr,dlqr)идр.

SystemIdentificationToolBoxсистемыMATLABсодержитсред-
ствадлясозданияматематическихмоделейдинамическихсистемна
основенаблюдаемыхвходныхивыходныхданных:различныевари-
антыметоданаименьшихквадратов,иметода.

FrequencyDomainSystemIdentificationToolboxсистемыMATLAB
предоставляетспециализированныесредствадляидентификации
линейныхдинамическихсистемпоихвременнымичастотнымха-
рактеристикам.

Изотечественныхсистемвыделимследующие.
ДиалоговаясистемапроектированияДИСПАС.
ДИСПАС[8.6]предназначендляанализалинейныхинелиней-

ных,стационарныхинестационарных,непрерывныхидискретных
логико-динамическихсистем.Системапозволяетосуществитьследу-
ющиеоперации:заданиемоделипроектируемойсистемы;моделиро-
вание(построениепереходныхпроцессов);анализлинейныхмоделей
(вычислениепередаточныхфункций,ихнулейиполюсов,построе-
ниечастотныххарактеристик,построениепереходныхпроцессов);
оптимизацияпараметровмодели.

Этаирядсистем,разработанныхдо1985гописанывсправочнике
[8.5]

Программныйкомплекс"Моделированиевтехнических
устройствах"("МВТУ")

"МВТУ"[8.7]-современнаясредаинтеллектуальногоСАПР,пред-
назначеннаядлядетальногоисследованияианализадинамических
процессоввсистемахавтоматическогоуправления(САУ),вследя-
щихприводахироботах,описаниединамикикоторыхможетбыть
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реализованометодамиструктурногомоделирования.
ПакетАДАПЛАБ
АДАПЛАБ[8.8]–[8.10]–этопакетприкладныхпрограмм,пред-

назначенныйдлямоделированияпроцессовидентификациииадап-
тивногоуправленияиопределениянастраиваемыхпараметровалго-
ритмовидентификациииадаптациипорезультатаммоделирования.

СистемаИНСТРУМЕНТ-3М-И
ИНСТРУМЕНТ-3М-И[8.11]предназначенадляавтоматизации

проектированияСАУнаосновеавтоматическогорешениянепроце-
дурнопоставленныхинженерныхзадачсинтезазаконауправления.
ГлавноеотличиесистемыИНСТРУМЕНТ-3М-Иотвсехописанных
ранеесистемсостоитвтом,

чтосистемаавтоматическистроитпланрешениязадачинаосно-
веформализованныхзнанийометодахрешениязадачТАУ(модели
множестваформализованныхзадач),которыехранятсявбазезна-
нийсистемы.

Сравнительныйанализэтихсистемсодержитсявдиссертации
[8.18]

ИсторияразвитиясистемыГАММА
Первыйпакетпрограмм,которыйвпоследующемсталосновой

системГАММА,былразработанв1968г.наязыкеАлгол-60для
ЭВМ"Урал-3".

Онпозволялрешатьзадачисинтезарегуляторовминимально-
фазовогообъектапозаданнымдопускамназначенияустановивших-
сяошибок.

Версияэтогопакета,названнаяГАММА-1(синтез)иГАММА-
2(анализ)дляЭВММ-220,описанав[8.12].Модернизация
ирасширениееевозможностейосуществляласьпрограммистом-
разработчикомГАММА-1и2.

Интерактивныйвариантпакета,названныйГАММА-1М,былсо-
зданв1982г.[8.13]наязыкеФортрандляЭВМсерииЕС-22.По-
следняяверсияГАММА-1Мимеласпециальныесредствадляеемо-
дернизацииирасширенияисследователем:языкдляформирования
различныхпрограммизготовыхмодулей(подпрограмм)исредства
длясозданияинтерфейса.

СистемаГАММА-1PCявляласьразвитиемГАММА-1Мдляпер-
сональныхЭВМтипаIBMPC.Перваяверсиябыларазработанав
1991г.[8.14].Онаимелаболееудобныесредстваисследователя.

ПоследниеверсиисистемыГАММА-1PCпозволяютсинтезиро-
ватьрегуляторыдлянеминимально-фазовыхобъектов,используя

Н-бесконечноесубоптимальноеуправлениеисвязьмеждуварьируе-
мымикоэффициентамиуравненийРиккатиН-бесконечногоподхода
иустановившимисяошибками[8.15].

ГАММА1-РСдемонстрировалась(либоонейдокладывалось)на
различныхмеждународныхконференциях,вчастности:ПервойЕв-
ропейскойконференциипоавтоматическомууправлению,Гренобль,
Франция,1991;12-мконгрессеИФАК,Сидней,Австралия,1993;
КонференциипоСАПРсистемуправления,Гент,Бельгия,1997.

НарядусразработкойсистемыГАММА-1РС,начинаяс1991г.
разрабатываетсяпакетпрограммАДАПЛАБ[8.8]-[8.10],содержащий
программыдляконечно-частотнойидентификацииичастотного
адаптивногоуправлениявусловияхнеизвестных,ограниченныхвоз-
мущенийипомехснеизвестнымистатистическимихарактеристика-
ми.

В1998годуначаласьразработкасистемыГАММА-2РС[8.16],объ-
единяющейвозможностиГАММА-1РСиАДАПЛАБиработающей
подуправлениемоперационнойсистемыWindows.
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