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По разëи÷ныì оöенкаì [1] ПИД-реãуëяторы
[2—4] составëяет 90—95 % всех реãуëяторов, ис-
поëüзуеìых в проìыøëенности. Оäнако в сëож-
ной проäукöии, такой как саìоëеты, корабëи,
эëектропривоäы и äр., ПИД-реãуëяторы испоëüзу-
þтся реäко, и соотноøение боëее сëожных реãу-
ëяторов и ПИД-реãуëяторов обратное. Это связа-
но с теì, ÷то эта проäукöия работает в усëовиях
интенсивных внеøних возìущений (наприìер,
порывы ветра äëя саìоëетов, воëнение ìоря äëя
корабëей). Дëя обеспе÷ения ìаëых оøибок реãу-
ëирования в этих усëовиях необхоäиìо увеëи÷е-
ние коэффиöиента усиëения реãуëятора, ÷то при-
воäит к необхоäиìости увеëи÷ения ÷исëа произ-
воäных оøибки в реãуëяторе, которые сëужат äëя
обеспе÷ения устой÷ивости систеìы.

При÷ины стоëü øирокоãо распространения
ПИД-реãуëяторов в проìыøëенности разные. Объ-
ективные при÷ины состоят в тоì, ÷то в проìыø-
ëенности низок уровенü внеøних возìущений ëи-
бо боëüøие оøибки реãуëирования, возникаþщие
при интенсивных внеøних возìущениях, уäовëет-
воряþт требованияì техноëоãи÷ескоãо проöесса.
Субъективные при÷ины закëþ÷аþтся в тоì, ÷то
техноëоãи сìиряþтся с боëüøиìи оøибкаìи реãу-
ëирования, а спеöиаëисты по автоìатизаöии тех-
ноëоãи÷еских проöессов не сообщаþт техноëоãаì,
÷то эти оøибки ìоãут бытü существенно уìенüøе-

ны с поìощüþ боëее сëожных реãуëяторов, зная,
÷то это привеäет к äопоëнитеëüныì труäностяì в
настройке и экспëуатаöии таких реãуëяторов.

В настоящей работе иссëеäуþтся систеìы с
ПИ- и ПИД-реãуëятораìи при внеøних возìу-
щениях. Поëу÷ены зависиìости оøибок реãуëи-
рования от уровня внеøних возìущений. Есëи
эти оøибки превыøаþт äопустиìые, то преäëа-
ãается испоëüзоватü ПИД-реãуëятор с произвоä-
ныìи оøибки реãуëирования боëее первой, реа-
ëизаöия котороãо основана на иäентификаöии
объекта.

Существо поäхоäа состоит в сëеäуþщеì. Обы÷-
но параìетры ПИД-реãуëятора нахоäятся на ос-
нове ìоäеëи объекта, описываеìой уравненияìи
второãо поряäка и запазäываниеì в управëении.
Прироäа запазäывания разëи÷на — физи÷еское
(транспортное) запазäывание и ìоäеëüное запаз-
äывание, которое сëужит äëя у÷ета неизвестных
«ìаëых» постоянных вреìени. При боëüøих зна-
÷ениях транспортноãо запазäывания у÷ет äопоë-
нитеëüных произвоäных оøибки ìаëоэффектив-
но. Иная ситуаöия при ìоäеëüноì запазäывании.
Зäесü то÷ностü реãуëирования ìожет бытü зна÷и-
теëüно увеëи÷ена, есëи известны зна÷ения «ìа-
ëых» постоянных вреìени, и ÷еì боëüøе этих пос-
тоянных вреìени известно, теì боëüøуþ то÷ностü
ìожно обеспе÷итü, опреäеëяя по ниì коэффиöи-
енты реãуëятора при второй, третüей и äаëее про-
извоäных оøибки в ПИД-реãуëяторе.

Поëу÷ены зависиìости оøибок реãуëирования в систеìах с ПИ- и ПИД-реãуëятораìи
от уровня внеøних возìущений. Преäëожено испоëüзоватü ПИД-реãуëятор с произвоä-
ныìи оøибки реãуëирования боëее первой, есëи оøибки превыøаþт äопустиìые. Не-
обхоäиìые äëя опреäеëения коэффиöиентов такоãо ПИД-реãуëятора äопоëнитеëüные
свеäения об объекте преäëожено поëу÷атü путеì ÷астотной иäентификаöии объекта.

Ключевые слова: ПИД-реãуëятор, оãрани÷енное возìущение, ÷астотная иäентификаöия.
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Такиì образоì, äëя повыøения то÷ности
ПИД-реãуëятора необхоäиìа иäентификаöия ìа-
ëых постоянных вреìени. Это затруäнено неизвес-
тныìи внеøниìи возìущенияìи. Известно не-
скоëüко ìетоäов иäентификаöии в таких усëовиях:
ìетоä инструìентаëüных переìенных [5, 6], ран-
äоìизированные аëãоритìы [7, 8] и ìетоä коне÷-
но-÷астотной иäентификаöии [9]. В этих ìетоäах
испоëüзуþт иäентифиöируþщее (испытатеëüное)
возäействие на объект. Наибоëее развит äëя прак-
ти÷ескоãо приìенения ìетоä коне÷но-÷астотной
иäентификаöии, в соответствии с которыì испы-
татеëüное возäействие преäставëяет собой суììу
ãарìоник с саìонастраиваеìыìи аìпëитуäаìи и
÷астотаìи.

Даëее иссëеäуþтся особенности приìенения
этоãо ìетоäа äëя некотороãо кëасса объектов.

1. ÑÈÑÒÅÌÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß Ñ ÏÈÄ-ÐÅÃÓËßÒÎÐÎÌ

Рассìотриì систеìу управëения

d
m
y
(m) + ... + d

1
 + y = k

о
u + f,  t l t

0
, (1)

u(t) = k
р

, (2)

ε(t) = g(t) – y(t), (3)

ãäе y(t) — изìеряеìый выхоä объекта (1), u(t) —
управëение, форìируеìое реãуëятороì (2), g(t) —
заäаþщее возäействие, коэффиöиенты объекта d

i,

i = 1, ..., m, и k
о
 — неизвестные ÷исëа, k

p
, a

0
 и a

1
 —

коэффиöиенты ПИД-реãуëятора, f(t) — неизвест-
ное и неизìеряеìое, оãрани÷енное внеøнее воз-
ìущение, ε(t) — оøибка реãуëирования.

Заäаþщее возäействие g(t) явëяется ступен÷а-
той функöией

g(t) = g
0
,  t l t

0
,  g(t) = 0,  t = t

0
. (4)

Чисëо g
0
 неизвестно, но уäовëетворяет нера-

венству |g
0
| m g*, в котороì g* — заäанное ÷исëо.

Переäато÷ная функöия объекта (1) по управëе-
ниþ иìеет виä

W
о
(s) =  = ,

ãäе n — поряäок рабо÷ей ìоäеëи объекта (1), T
i
 > 0,

i = 1, ..., n, — постоянные вреìени рабо÷ей ìоäеëи
объекта — известные ÷исëа, T

i
 > 0, i = n + 1, ..., m, —

постоянные вреìени неìоäеëируеìой äинаìики
объекта — неизвестные ÷исëа.

Постоянные вреìени T
i
, i = 1, ..., m, объекта

упоряäо÷ены сëеäуþщиì образоì:

T
i
 l 2T

i + 1
,  i = 1, ..., m – 1. (5)

Внеøнее возìущение — ãарìони÷еская функ-
öия с неизвестной аìпëитуäой и ÷астотой из за-
äанноãо äиапазона ÷астот f(t) = asinω

f
t, |a| m f *,

t l t
0
 + t

реã
, ω

a
 m ω

f
 m ω

b
, ãäе ω

a
 и ω

b
 — ãраниöы äиа-

пазона ÷астот внеøнеãо возìущения, f * — заäан-
ное ÷исëо, t

реã
 — вреìя реãуëирования (вреìя за-

тухания перехоäноãо проöесса, возбужäенноãо за-
äаþщиì возäействиеì).

Оøибка реãуëирования в систеìе ε(t) = ε
g
(t) +

+ ε
f
(t), t l t

0
 + t

реã
, ãäе ε

g
(t) — оøибка реãуëирова-

ния по заäаþщеìу возäействиþ, ε
f
(t) — оøибка

реãуëирования по внеøнеìу возìущениþ.
Цеëü управëения закëþ÷ается в тоì, ÷тобы

оøибка реãуëирования ε(t) уäовëетворяëа требова-
ниþ

|ε(t)| m ε*,  t l t
0
 + t

реã
, (6)

ãäе ε* — заäанное ÷исëо.
Пустü öеëü управëения (6) не äостиãается ни при

каких зна÷ениях параìетров k
p
, a

0
 и a

1
 ПИД-реãу-

ëятора (2). Заäа÷а состоит в тоì, ÷тобы äобитüся
äостижения öеëи (6) с поìощüþ ПИД-реãуëятора
с произвоäныìи оøибки.

2. ÑÈÑÒÅÌÀ Ñ ÏÈÄ-ÐÅÃÓËßÒÎÐÎÌ
Ñ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ ÎØÈÁÊÈ

2.1. ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð ñ ïðîèçâîäíûìè îøèáêè

Буäеì поëüзоватüся сëеäуþщиì äифференöи-
аëüныì уравнениеì ПИД-реãуëятора с поряäкоì
произвоäной оøибки, равныì n – 1:

T
g, n – 1

u
n – 1 + ... + T

g1
 + u(t) =

= k
р

,

ãäе a
i
, i = 0, ..., n – 1, и T

gi
, i = 1, ..., n – 1, — ко-

эффиöиенты реãуëятора.
Переäато÷ная функöия ПИД-реãуëятора с про-

извоäныìи оøибки иìеет виä

W
р
(s) = k

р
, (7)

ãäе T
pi
, i = 1, ..., n, — постоянные вреìени ПИД-ре-

ãуëятора с произвоäныìи оøибки.
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Даëее буäеì поëаãатü, ÷то коэффиöиент реãу-
ëятора k

р
 выбран как

k
р
 = , (8)

а еãо постоянные вреìени уäовëетворяþт усëовияì

T
рi
 = T

i
,  i = 1, ..., n,  T

g
 < T

n
. (9)

2.2. Óñëîâèå äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ

Утверждение. Пусть параметры регулятора (7)
определяются из выражений (8) и (9), тогда найдет-
ся такое малое значение T

g
, что для достижения це-

ли (6) при условии (5) достаточно, чтобы выполня-
лось неравенство

ε* l . � (10)

Отсþäа сëеäует, ÷то всеãäа найäется такой по-
ряäок n рабо÷ей ìоäеëи объекта (1)—(3), при ко-
тороì оøибка сëежения уäовëетворяет требова-
ниþ к то÷ности (6). Такиì образоì, есëи вновü
выбранный поряäок рабо÷ей ìоäеëи n окажется
неуäовëетворитеëüныì äëя этоãо усëовия, то не-
обхоäиìо увеëи÷иватü поряäок рабо÷ей ìоäеëи и
строитü боëее сëожный реãуëятор (7) äо тех пор,
пока это усëовие не выпоëнится.

Доказатеëüство этоãо утвержäения привеäено в
Приëожении.

3. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÎÁÚÅÊÒÀ

Дëя нахожäения постоянных вреìени реãуëято-
ра, которые выбираþтся равныìи постоянныì
вреìени объекта (9), необхоäиìо иäентифиöиро-
ватü посëеäние. Привеäеì особенности ìетоäа ко-
не÷но-÷астотной иäентификаöии [9] äëя объекта
(1), связанные с виäоì ÷астотных уравнений, ис-
поëüзуеìых в аëãоритìе коне÷но-÷астотной иäен-
тификаöии.

Дëя иäентификаöии объекта на неãо поäается
ãарìони÷еский испытатеëüный сиãнаë в виäе

u(t) = ρ
k
sinω

k
t,  t

0
 m t < t

0
 + τ, (11)

ãäе параìетры ρ
1
, ..., ρ

р
 — испытатеëüные аìпëи-

туäы, ω
1
, ... ω

p
 — испытатеëüные ÷астоты, τ — вре-

ìя иäентификаöии — саìонастраиваþтся в про-
öессе иäентификаöии (аëãоритìы саìонастроек

зäесü опущены, сì. работу [9]), p — ÷исëо ãарìо-
ник в сиãнаëе, опреäеëяеìое как

p = , (12)

ãäе операöия 〈x〉 озна÷ает окруãëение x вверх äо öе-
ëоãо.

Выхоä объекта поäается на фиëüтр Фурüе

(τ) = y(t)sinω
k
tdt,

(τ) = y(t)cosω
k
tdt,  k = 1, p. (13)

Дëя оöенивания коэффиöиентов объекта управ-
ëения (1) реøаþтся сëеäуþщие ÷астотные урав-
нения:

( jω
k
) + 1 = , (14)

ãäе (s) = s
m + s

m–1 + ... + s + 1, ,

i = 1, ..., m, — оöенки коэффиöиентов d
i
, i = 1, ..., m,

объекта (1).

4. ÏÐÈÌÅÐ

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Рассìотриì объект управëения (1) при m = 4:

d
4
y
(4) + d

3
 + d

2
 + d

1
 + y = k

о
u + f,

ãäе d
1
 = 1,248, d

2
 = 0,2579, d

3
 = 0,99•10–2, d

4
 =

= 6,4•10–5, k
о
 = 1.

Еãо переäато÷ная функöия иìеет виä

W
о
(s) = ,

ãäе T
1
 = 1, T

2
 = 0,2, T

3
 = 0,04, T

4
 = 0,008.

Внеøнее возìущение f(t) = asinω
f
t с неизвест-

ной аìпëитуäой a, оãрани÷енной ÷исëоì f * = 5
(a m 5) и ÷астотой ω

f
 из äиапазона [0,1; 100].

На объект в на÷аëüный ìоìент вреìени поäает-
ся ступен÷атое возäействие (4) веëи÷иной g

о
 = 30.

Требуется построитü ПИД-реãуëятор, при ко-
тороì установивøаяся оøибка быëа бы ìенüøе
заäанной (ε* = 0,7).

1
4Tnko

----------------

4Tn f *

T1 T2+
-------------------

k 1=

p

∑

n

2
---〈 〉

α̂k
2

ρkτ
--------

t
0

t
0

τ+

∫

βˆ k
2

ρkτ
--------

t
0

t
0

τ+

∫

d
ˆ ko

α̂k jβˆ k+
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d
ˆ

d
ˆ

m d
ˆ

m 1– d
ˆ

1 d
ˆ
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y··· y·· y·
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T1s 1+( ) T2s 1+( ) T3s 1+( ) T4s 1+( )
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4.2. Âòîðîé ïîðÿäîê ðàáî÷åé ìîäåëè îáúåêòà
(n = 2, T

1
 è T

2
 èçâåñòíû)

Переäато÷ная функöия ПИД-реãуëятора (7) äëя
такоãо объекта иìеет виä

W
р
(s) = k

р
, (15)

ãäе параìетры k
p
, T

p1
, T

p2
 и T

g
 вы÷исëяеì по фор-

ìуëаì (8) и (9): k
p
 = 1,25, T

p1
 = 1, T

p2
 = 0,2T

g
 =

= 0,1T
p2

 = 0,02.

Максиìаëüное зна÷ение оøибки ε
f
 = 2,23 äо-

стиãается на ÷астоте 1,1 с–1.

Оøибка по возìущениþ, оöененная по выра-
жениþ (10),

 =  ≅ 3,33.

На рис. 1 привеäен ãрафик выхоäа объекта, за-
ìкнутоãо указанныì ПИ-реãуëятороì при вне-
øнеì возìущении f(t) = 5sin(1,3t). Оøибка реãу-
ëирования на этоì ãрафике не превыøает зна÷е-
ния ε = 2,22.

4.3. Èäåíòèôèêàöèÿ òðåòüåé ïîñòîÿííîé âðåìåíè

При n = 3 объект (1) приìет виä

d
3

 + d
2

 + d
1

 + y = k
о
u + f(t),  t l t

0
, (16)

ãäе d
1
 = T

1
 + T

2
 + T

3
, d

2
 = T

1
T

2
 + T

1
T

3
 + T

2
T

3
,

d
3

= T
1
T

2
T

3
, постоянная вреìени T

3
 — неизвестна,

ее зна÷ение необхоäиìо иäентифиöироватü.

Проöеäура иäентификаöии состоит из сëеäуþ-
щих операöий.

Операция 1. К объекту прикëаäывается испыта-
теëüный сиãнаë (11), ãäе p вы÷исëяеì по форìуëе
(12) как p = 〈1,5〉 = 2

u(t) = ρ
1
sinω

1
t + ρ

2
sinω

2
t,

ãäе

ρ
1
 = 2,267,  ρ

2
 = 45,16,  ω

1
 = 1/T

1
 = 1,

ω
2
 = b/T

2
 = 25,

ãäе зна÷ение b = 5 выбирается äостато÷но боëüøиì.
Операция 2. Поëу÷аеì оöенки по форìуëаì (13).
Операция 3. Оöенки коэффиöиентов уравнения

(16) вы÷исëяеì по форìуëаì

 =  = 1,255,

 =  = 0,2618, (17)

 =  = 0,01011.

Эти форìуëы сëеäуþт из уравнений (14). Их
вывоä привеäен в Приëожении.

Операция 4. Форìируеì поëиноì (16)

(s) = s
3 + s

2 + s + 1 =

= 0,01011s
3 + 0,2618s

2 + 1,255s + 1.

Нахоäиì еãо корни и преäставëяеì еãо в виäе

(s) = (  + 1)( s + 1)( s + 1) =

= (1,004s + 1)(0,200s + 1)(0,0503s + 1).

4.4. Òðåòèé ïîðÿäîê ðàáî÷åé ìîäåëè îáúåêòà
(n = 3, T

1
, T

2
 è T

3
 èçâåñòíû)

Поëу÷енные постоянные вреìени объекта ис-
поëüзуеì äëя построения ПИД-реãуëятора (7)

W
р
(s) = k

р
, (18)

ãäе параìетры k
p
, T

p1
, T

p2
 и T

p3
 вы÷исëены по фор-

ìуëаì (8) и (9):

k
p
 = 4,97,  T

p1
 = 1,004,  T

p2
 = 0,2,

T
p3

 = 0,0503,  T
g
 = 0,00503.

Максиìаëüное зна÷ение оøибки ε = 0,776 äо-

стиãается на ÷астоте 1,94 с–1.
Оøибка по возìущениþ, оöененная по выра-

жениþ (10),

 =  ≅ 0,834.

Tp1s 1+( ) Tp2s 1+( )
Tgs 1+( )s

----------------------------------------------------
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Рис. 1. Выход системы с ПИД-регулятором (15) при задающем
воздействии и возмущении
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На рис. 2 привеäен ãрафик выхоäа объекта, за-
ìкнутоãо указанныì ПИД-реãуëятороì. Оøибка
реãуëирования на этоì ãрафике не превыøает зна-
÷ения ε = 0,683.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Иссëеäована систеìа с ПИД-реãуëятороì с
произвоäныìи оøибки при внеøних возìущени-
ях. Показано, ÷то увеëи÷ение ÷исëа произвоäных
оøибки позвоëяет повыситü то÷ностü реãуëиро-
вания при внеøних возìущениях. Дëя вы÷исëе-
ния коэффиöиентов преäëожен ìетоä иäентифи-
каöии.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я. Выражение
äëя оøибки ε

f
(t) иìеет виä

ε
f
 = Φ

f
(s)f, (19)

ãäе Φ
f
(s) — переäато÷ная функöия систеìы, связываþ-

щая оøибку реãуëирования с внеøниì возìущениеì
(переäато÷ная функöия оøибки по возìущениþ).

Покажеì, ÷то

Φ
f
(s) = .

Действитеëüно, преобразуя по Лапëасу уравнения
(1) и (3), а также у÷итывая переäато÷нуþ функöиþ (7),
поëу÷иì сëеäуþщее выражение äëя оøибки реãуëиро-
вания:

ε = g – f.

Первое сëаãаеìое в правой ÷асти этоãо выражения
преäставëяет собой оøибку ε

g
(t), обусëовëеннуþ пере-

хоäныì проöессоì от ступен÷атоãо возäействия (4),
второе — оøибку реãуëирования ε

f
(t), обусëовëеннуþ

вëияниеì внеøнеãо возìущения f(t).

Из выражения (19) сëеäует, ÷то öеëü управëения (6)
äостиãается, есëи выпоëняется усëовие

H m ε*/f *, (20)

ãäе

H = |Φ
f
( jω)|. (21)

Найäеì аìпëитуäно-÷астотнуþ характеристику
|Φ

f
( jω)| систеìы с ПИД-реãуëятороì (7) с произвоäны-

ìи по оøибке. Нетруäно показатü, ÷то

Φ
f
(s) =  =  =

= ,

ãäе D(s) — характеристи÷еский поëиноì заìкнутой
систеìы

D(s) = s (T
i
s + 1) (T

i
s + 1)(T

g
s + 1)n – 1 +

+ (T
pi
s + 1)k, k = k

p
k

o
.

С у÷етоì равенств (9)

Φ
f
(s) = .

Пренебреãая зäесü ìаëыìи постоянныìи вреìени,
поëу÷иì

(s) = .

При усëовии (8) это выражение ìожет бытü преä-
ставëено в виäе

(s) = . (22)

Покажеì, ÷то ìаëые постоянные вреìени T
i
, i =

= n + 1, ..., m, и T
g
 буäут ìаëо вëиятü на запас устой-

÷ивости по фазе. Дëя этоãо запиøеì переäато÷нуþ
функöиþ разоìкнутой систеìы

W(s) = W
р
(s)W

о
(s) =

=  =

= .
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y
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30
25
20
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Рис. 2. Выход системы с ПИД-регулятором (18) при задающем
воздействии и возмущении
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Ее ÷астота среза бëизка к зна÷ениþ k, вы÷исëенно-

ìу по форìуëе (8):

ω
ср

 ≅ k = 1/4T
n
.

Действитеëüно, аìпëитуäно-÷астотная характерис-

тика разоìкнутой систеìы при такоì k бëизка к 1 на

÷астоте среза ω
ср

:

|W( jω
ср

)| = g 1.

Фазово-÷астотная характеристика W(s)

ϕ(ω) = –  – (n – 1)arctg(T
g
ω) – arctg(T

i
ω), (23)

а усëовие устой÷ивости с запасоì по фазе иìеет виä

ϕ(ω
ср

) l –π + ϕ
з
, ãäе ϕ

з
 — запас устой÷ивости систеìы

(1)—(3) по фазе.

Поëожиì ϕ
з
 = π/4. Поäставëяя это зна÷ение в пре-

äыäущее выражение и реøая еãо совìестно с выраже-

ниеì (23), поëу÷иì

(n – 1)arctg(T
g
ω

ср
) + arctg(T

i
ω

ср
) < .

При усëовии (5)

arctg(T
i
ω

ср
) < . (24)

Действитеëüно, ввиäу ìаëости уãëов запиøеì это

выражение в виäе

T
i
 < . (25)

Суììа T
i
, i = n + 1, ..., m, при усëовии (5) уäовëет-

воряет (по свойству суììы ãеоìетри÷еской проãрес-

сии) неравенству

T
i
 m 2T

n + 1
 m T

n
.

Испоëüзуя это выражение в форìуëе (25), поëу÷а-

еì, ÷то неравенство (24) выпоëняется. Сëеäоватеëüно,

постоянные вреìени T
i
, i = n + 1, ..., m, и T

g
 буäут ìа-

ëо вëиятü на запас устой÷ивости по фазе.

Оöениì уровенü аìпëитуäно-÷астотной характерис-

тики (22). Иìееì

| ( jω)| = . (26)

Оöенка сверху (ìажоранта) этой функöии при n l 2
иìеет виä

|Φ*( jω)| = ,  0 m ω m ×. (27)

Действитеëüно, разностü ìажоранты (27) и аìпëи-
туäно-÷астотной характеристики (26) при n > 2 всеãäа
поëожитеëüна (сëу÷ай n = 2 рассìотрен äаëее). Не-
труäно виäетü, ÷то

|Φ*( jω)| – | ( jω)| =

= .

Выражение в кваäратных скобках поëожитеëüно
при 0 < ω < ×, поэтоìу все выражение поëожитеëüно.
При ω = 0 и ω → × оно обращается в нуëü. Такиì об-
разоì, ìажоранта выпоëняется äëя сëу÷ая n > 2.

Покажеì, ÷то ìажоранта (27) справеäëива и äëя
сëу÷ая n = 2. Иìееì

|Φ*( jω)| – | ( jω)|
n = 2

 =

= .

Отсþäа виäно, ÷то выражение в кваäратных скоб-
ках поëожитеëüно при 0 < ω < ×, а при ω = 0 и ω → ×
оно обращается в нуëü. Такиì образоì, ìажоранта (27)
выпоëняется и äëя сëу÷ая n = 2.

Найäеì ìаксиìуì ìажоранты (27). Ее произвоäная

 = .

Она обращается в нуëü при ÷астоте ω = ω* = 1/ ,

и соответственно

|Φ*( jω)| = .

Такиì образоì, ìаксиìуì аìпëитуäно-÷астотной

характеристики (26)  = | ( jω)| уäовëетворяет

усëовиþ

 m ,  0 m ω m ×,  n l 2. (28)

Максиìуìы (28) и (21) связаны выражениеì H =

=  + ξ, ãäе ξ — ìаëое ÷исëо, зависящее от ìаëых
постоянных вреìени T

g
 и T

i
, i = n + 1, m.

При T
g
 = 0 и T

i
 = 0, i = n + 1, m, ÷исëо ξ = 0. По

непрерывности закëþ÷аеì, ÷то всеãäа существуþт äо-
стато÷но ìаëые T

g
 и T

i
, i = n + 1, m, такие, ÷то äëя ëþ-
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боãо напереä заäанноãо скоëü уãоäно ìаëоãо ξ* буäет
выпоëнятüся усëовие ξ m ξ*. Поэтоìу äëя проверки ус-

ëовия (20) буäеì поëüзоватüся выражениеì ε* l f *.
Поäставëяя сþäа усëовие (20), поëу÷аеì выражение (10).

В ы в о ä  ф о р ì у ë (17). Уравнения (14) при n = 3
приниìаþт виä

–j  –  + j ω
k
 = k

о
/(  + j ) – 1.

Отсþäа, выäеëяя ìниìуþ и äействитеëüнуþ ÷асти,
поëу÷аеì сëеäуþщие уравнения

–  + ω
1
 = k

о
, (29)

–  = k
о

 – 1, (30)

–  + ω
2
 = k

о
. (31)

Оöенка  вхоäит тоëüко в уравнение (30). Дëя оп-

реäеëения оöенок  и  запиøеì уравнения (29) и
(31) в виäе сëеäуþщей систеìы:

 = .

Реøая их, а также выражая из уравнения (30) оöен-

ку , поëу÷аеì форìуëы (17).
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