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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

К настоящеìу вреìени разработан ряä ìетоäов
иäентификаöии объектов управëения, описывае-
ìых ëинейныìи äифференöиаëüныìи уравнения-
ìи. Эти ìетоäы усëовно ìожно разäеëитü на äве
ãруппы в зависиìости от преäпоëожений о поìе-
хах изìерения и внеøних возìущениях, приëо-
женных к объекту.

Первуþ из них составëяþт ìетоäы иäентифи-
каöии объектов, поìехи и внеøние возìущения в
которых — сëу÷айные проöессы с известныìи ста-
тисти÷ескиìи характеристикаìи. Это разëи÷ные
варианты ìетоäа наиìенüøих кваäратов и ìетоäа
стохасти÷еской аппроксиìаöии. Их описание при-
воäится в известных книãах [1, 2].

Вторая ãруппа — это ìетоäы иäентификаöии
при неизвестных оãрани÷енных поìехах и вне-
øних возìущениях (с неизвестныìи статисти÷ес-
киìи характеристикаìи): ранäоìизированные аë-
ãоритìы [3, 4] и коне÷но-÷астотная иäентифика-
öия [5].

Особое ìесто заниìает ìетоä инструìентаëü-
ных переìенных [2, 6]. Разработанный в раìках
первой ãруппы он приìениì, в отëи÷ие от äруãих
ìетоäов этой ãруппы, äëя реøения заäа÷ второй
ãруппы, и поэтоìу буäеì относитü еãо к посëеäней.

Проöесс иäентификаöии ìожет бытü пассив-
ныì ëибо активныì. В сëу÷ае пассивной иäенти-
фикаöии изìеряеìыì вхоäоì объекта сëужит уп-
равëение, которое зависит от öеëей объекта и не
связано с заäа÷ей иäентификаöии. Может сëу÷итü-
ся ÷то при такоì вхоäе иäентификаöия объекта не-

возìожна. В связи с этиì приìеняется активная
иäентификаöия, при которой изìеряеìый вхоä
объекта соäержит наряäу с управëениеì äопоë-
нитеëüное возäействие (испытатеëüный сиãнаë),
преäназна÷енное äëя иäентификаöии объекта.

Метоä коне÷но-÷астотной иäентификаöии
преäназна÷ен äëя активной иäентификаöии. Ис-
пытатеëüный сиãнаë преäставëяет собой суììу
ãарìоник с автоìати÷ески настраиваеìыìи (са-
ìонастраиваеìыìи) аìпëитуäаìи и ÷астотаìи.
Чисëо этих ãарìоник не превыøает разìерности
вектора состояний объекта управëения. Саìона-
стройка аìпëитуä осуществëяется äëя выпоëне-
ния требований к äопустиìыì ãраниöаì вхоäа и
выхоäа объекта, которые выпоëняþтся, коãäа ис-
пытатеëüный сиãнаë отсутствует.

Поëезно сравнитü возìожности ìетоäа коне÷-
но-÷астотной иäентификаöии с äруãиìи ìетоäаìи
второй ãруппы, которые явëяþтся боëее общиìи и
ìоãут приìенятüся как äëя пассивной, так и äëя
активной иäентификаöии.

Ранäоìизированные аëãоритìы преäпоëаãаþт,
÷то испытатеëüный сиãнаë — сëу÷айный проöесс с
известныìи статисти÷ескиìи характеристикаìи и
поэтоìу труäно ãарантироватü заäанные äопуски
на выхоäы объекта.

В работе [7] сравниваþтся возìожности ìетоäов
инструìентаëüных переìенных и коне÷но-÷асто-
тной иäентификаöии äëя активной иäентифика-
öии. Показано, ÷то посëеäний из них äает сущес-
твенно бо ´ëüøуþ то÷ностü при заäанноì вреìени
иäентификаöии. Это äостиãается бëаãоäаря саìо-
настройке ÷астот испытатеëüноãо сиãнаëа.

Преäëожен новый аëãоритì коне÷но-÷астотной иäентификаöии ëинейноãо устой÷ивоãо
объекта в присутствии неизвестноãо оãрани÷енноãо возìущения, позвоëяþщий поëу-
÷итü боëее высокуþ то÷ностü. Доказана еãо схоäиìостü.

Ключевые слова: иäентификаöия, ëинейные систеìы, ÷астотный поäхоä, неизвестные оãрани÷ен-
ные возìущения.
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Оäнако, есëи внеøние возìущения и поìехи
ìаëы (ëибо отсутствуþт), а проöессы в объекте
возбужäаеìы, в основноì, на÷аëüныìи усëовия-
ìи, то ситуаöия обратная: ìетоä инструìентаëü-
ных переìенных äает боëее высокуþ то÷ностü.

Настоящая работа посвящена äинаìи÷ескоìу
аëãоритìу коне÷но-÷астотной иäентификаöии,
который позвоëяет äости÷ü то÷ности иäентифи-
каöии, бëизкой к ìетоäу инструìентаëüных пе-
реìенных при ìаëых внеøних возìущениях, со-
храняя преиìущества ìетоäа коне÷но-÷астотной
иäентификаöии, коãäа проöессы в объекте зави-
сят, в основноì, от внеøних возìущений.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì поëностüþ управëяеìый асиìпто-
ти÷ески устой÷ивый объект, описываеìый разно-
стныì уравнениеì

y(k) + d
n–1

y(k – 1) + ... d
0
y(k – n) =

= b
n–1

u(k – 1) + ... + b
0
u(k – n) + f(k – 1),

k = k
0
, k

0
 + 1, k

0
 + 2, ..., (1)

ãäе y(k) — выхоä объекта, изìеряеìый в ìоìент
вреìени kh ≅ t (h — интерваë äискретности из-
ìерений); u(k) — управëяеìый (в ìоìент вреìе-
ни kh) вхоä; f(k) — внеøнее возìущение — неиз-
вестная оãрани÷енная фиëüтруеìая фиëüтроì Фу-
рüе [8] функöия: | f(k)| m f *, k l k

0
 – 1, ãäе f * —

÷исëо (äопоëнитеëüное оãрани÷ение на эту функ-
öиþ äается в п. 2.1); k

0
 ≅ t

0
/h, t

0
 — на÷аëüное вреìя.

Коэффиöиенты d
i
 и b

i
, i = , неизвестны.

Управëяеìый вхоä преäставëяет собой испыта-
теëüный сиãнаë

u(k) = ρ
i
sin (k – k

u
),

k l k
u
 l k

0
, (2)

в котороì ρ
i
 > 0 — заäанные аìпëитуäы;  = ω

i
h,

ãäе ω
i
, i =  — ÷астоты — заäанные ÷исëа, уäов-

ëетворяþщие усëовияì

0 < ω
i
h < π,  i = ,

ω
i
 ≠ ω

j
,  i ≠ j. (3)

Испытатеëüный сиãнаë прикëаäывается к объ-
екту в ìоìент вреìени t

u
 = k

u
h, äо котороãо фун-

кöия (2) приниìает нуëевое зна÷ение: u(k) = 0 при
k
0
 m k m k

u
.

Задача идентификации состоит в опреäеëении

оöенок  и , i = , коэффиöиентов объ-

екта (1) таких, ÷тобы выпоëниëисü требования

к относитеëüной то÷ности иäентификаöии, в ко-

торых  и , i = , — заäанные поëожи-

теëüные ÷исëа.

2. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

2.1. ×àñòîòíûå ïàðàìåòðû îáúåêòà

Определение 1 [8]. Набор 2n ÷исеë

α
i
 ≅ Rew( ),  β

i
 ≅ Imw( ),  i = (4)

— зна÷ений переäато÷ной функöии

w(z) = 

на ÷астотах (3), называется частотными парамет-
рами объекта (1). �

Дëя экспериìентаëüноãо опреäеëения оöенок

 и , i =  ÷астотных параìетров (4) ко вхоäу

объекта (1) прикëаäывается испытатеëüное воз-
äействие (2). Выхоä объекта поäается на вхоä
фиëüтра Фурüе

i = , (5)

ãäе k
u
h — ìоìент на÷аëа фиëüтраöии, Nh — вреìя

фиëüтраöии, N = 1, 2, ... Преäпоëаãается, ÷то Nh
кратно базовоìу периоäу T

δ
 = 2π/ω

δ
, ãäе ω

δ
 =

= min(ω
1
, ω

2
, ..., ω

n
).

Реøение уравнения (1) иìеет сëеäуþщуþ
структуру:

y(k) = y
x
(k) + y

u
(k) + y

f
(k), (6)

0 n 1–,

i 1=

n

∑ ωi

ωi

1 n,

1 n,

d
ˆ

i b
ˆ

i 0 n 1–,

d
ˆ

i di– εi
d
di≤ есëи di, 0 ëибо≠

d
ˆ

i εi
d≤ есëи di, 0,=

b
ˆ

i bi– εi
b
bi≤ есëи bi, 0 ëибо≠

b
ˆ

i εi
b≤ есëи bi, 0,=⎩

⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

εi
d εi

b
0 n 1–,

e
jωi

e
jωi 1 n,

bn 1– z
n 1–

... b1z b0+ + +

z
n

dn 1– z
n 1–

... d1z d0+ + + +
--------------------------------------------------------------------------

α̂i βˆ i 1 n,

α̂i αi N( ) 2
ρiN
--------- y k( ) ωi k ku–( ),sin

k k
u

=

k
u

N 1–+

∑= =

βˆ i βi N( ) 2
ρiN
--------- y k( ) ωi k ku–( ),cos

k k
u

=

k
u

N 1–+

∑= =

1 n,
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ãäе

y
u
(k) = ρ

i
(α

i
sin (k – k

u
) + β

i
cos (k – k

u
)),

коìпоненту y
f
(k) образуþт ненуëевые внеøние воз-

ìущения, коìпонента y
x
(k) — ис÷езаþщая функ-

öия: y
x
(k) = 0. Эта функöия зависит, в ÷аст-

ности, от ненуëевых на÷аëüных усëовий y(k
0
 – 1),

y(k
0
 – 2), ..., y(k

0
 – n). 

Пустü (N ) и (N ) — выхоäы фиëüтра Фурüе,

при u(k) = 0, k l k
0
 (y

u
(k) = 0).

Определение 2 [8]. Возìущение f(k), k l k
0
 – 1

называется ФФ-фильтруемым (фиëüтруеìыì фиëü-
троì Фурüе) на заäанноì наборе испытатеëüных

÷астот ω
i
, i = , есëи существует вреìя фиëüтра-

öии N*h такое, ÷то выпоëняþтся неравенства

| (N )| m ,  | (N )| m ,

i = ,  N l N*,

в которых  и , i =  — заäанные ÷исëа.

Есëи это возìущение таково, ÷то (N ) =

= (N ) = 0, i = , то оно называется строго

ФФ-фильтруемым. �

В ÷астности, строãо ФФ-фиëüтруеìыì явëяет-
ся возìущение виäа

f(k)  = f
v
sin( k + ),  k l k

0
 – 1, (7)

неизвестных ÷астот , таких ÷то | | ≠ | |, i = 

и фаз , v = . Дëя тоãо ÷тобы функöия (7)

быëа оãрани÷енной, ее неизвестные аìпëитуäы
äоëжны уäовëетворятü при этоì неравенству

| f
v
| m f *, ãäе f * — известное ÷исëо.

ФФ-фиëüтруеìостü ìожет бытü проверена экс-
периìентаëüно.

Оöенки (5) ÷астотных параìетров схоäятся [8] к
истинныì зна÷енияì при ëþбых оãрани÷енных
строãо ФФ-фиëüтруеìых внеøних возìущениях:

α
i
(N ) = α

i
, β

i
(N ) = β

i
, i = . 

2.2. ×àñòîòíûå óðàâíåíèÿ
è ñòàòè÷åñêèé àëãîðèòì

Сфорìируеì уравнение (так называеìое тож-
äество Безу)

d(q) (q) – b(q) (q) = b(q),  q = z–1, (8)

ãäе искоìые поëиноìы (q) = q + q
2 + ...

... + q
n–1 + q

n и (q) = q + q
2 + ...

... + q
n–1 + q

n.

Это уравнение иìеет еäинственное реøение

 = d
i
 и  = b

i
, i = . (9)

Разäеëиì уравнение (8) на d(q), поëожиì

q
i
=  и, у÷итывая выражение (4), поëу÷иì сëе-

äуþщуþ систеìу 2n уравнений:

 – (α
i
 + jβ

i
)  = α

i
 + jβ

i
,

i = . (10)

Есëи объект поëностüþ управëяеì, а испыта-
теëüные ÷астоты уäовëетворяþт усëовияì (3), то
систеìа ëинейных аëãебраи÷еских уравнений (10)
иìеет еäинственное реøение (9).

Стати÷еский аëãоритì иäентификаöии [8—10]
состоит в опреäеëении оöенок ÷астотных пара-
ìетров с поìощüþ фиëüтра Фурüе (5) и реøения

÷астотных уравнений (10), ãäе α
i
 =  и β

i
 = ,

i = .

Этот аëãоритì иìеет сëеäуþщий неäостаток.
Пустü коìпонента y

x
(k) в выражении (6) äоìи-

нирует:

|y
x
(k)| > |y

u
(k) + y

f
(k)|,  k = . 

В этоì сëу÷ае то÷ностü иäентификаöии в ìо-
ìент вреìени (k

0
 + N

1
 – 1)h ìожет бытü ìаëа. Ни-

же привоäится новый аëãоритì, который ëиøен
этоãо неäостатка.

3. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ

Уìножиì кажäое из N уравнений

y(k) + d
n – v

y(k – v) = b
n – v

u(k – v) + f(k – 1),

k = (1' )

i 1=

n

∑ ωi ωi

k ∞→
lim

li
α

li
β

1 n,

li
α εi

α
li
β εi

β

1 n,

εi
α εi

β
1 n,

N ∞→
lim li

α

N ∞→
lim li

β
1 n,

v 0=

∞

∑ ωv

f
ϕv

f

ωv

f
ωv

f
ωi 1 n,

ϕv
f

v ∞,

v 0=

∞

∑

N ∞→
lim

N ∞→
lim 1 n,

b d

b bn 1– bn 2–

b
1

b
0

d dn 1– dn 2–

d
1

d
0

di bi 0 n 1–,

e
j– ωi

v 1=

n

∑ e
j– ωiv

bn v–

v 1=

n

∑ e
j– ωiv

dn v–

1 n,

α̂i βˆ i

1 n,

k0 k0 N1 1–+,

v 1=

n

∑
v 1=

n

∑

ku ku N 1–+,
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на ìоäуëируþщие [11] функöии sin (k – k
u
),

cos (k – k
u
), i =  и посëе суììирования по k

поëу÷иì:

y(k)sin (k – k
u
) +

+ d
n – v

y(k – v)sin (k – k
u
) =

= b
n – v

u(k – v)sin (k – k
u
) +

+ f(k – 1)sin (k – k
u
),  i = ;

y(k)cos (k – k
u
) +

+ d
n – v

y(k – v)cos (k – k
u
) =

= b
n – v

u(k – v)cos (k – k
u
) +

+ f(k – 1)cos (k – k
u
),  i = . (11)

Ввеäеì векторы y ≅ [y(k
u
)y(k

u
 + 1) ... y(k

u
 +

+ N – 1)]T, f ≅ [ f(k
u
 – 1)f(k

u
) ... f(k

u
 + N – 2)]T,

y(k) ≅ [y(k – 1)y(k – 2) ... y(k – n)]T, u(k) ≅ [u(k –

– 1)u(k – 2) ... u(k – n)]T, d ≅ [d
n–1

 ... d
1
d
0
]T и

b ≅ [b
n–1

 ... b
1
b
0
]T и ìатриöы

S ≅ ,

C≅ ,

Y ≅ (y(k
u
) y(k

u
 + 1) ... y(k

u
 + N – 1))T и U ≅ (u(k

u
)

u(k
u
 + 1) ... u(k

u
 + N – 1))T.

Тоãäа систеìа уравнений (11) приìет виä

Mθ = v
y
 + v

f
, (12)

ãäе

M = ,  v
y
 = , (13)

θ =  и v
f
 = .

Зäесü на пересе÷ении v-ãо стоëбöа и i-й стро-

ки у бëока –S
T
Y стоит эëеìент – y(k – v) Ѕ

Ѕ sin (k – k
u
), у бëока S

T
U соответственно

u(k – v)sin (k – k
u
), у бëока –C

T
Y стоит

эëеìент – y(k – v)cos (k – k
u
), у бëока CT

U

соответственно u(k – v)cos (k – k
u
); v-й эëе-

ìент стоëбöа ST
y иìеет виä y(k)sin (k – k

u
),

v-й эëеìент стоëбöа CT
y соответственно y(k) Ѕ

Ѕ cos (k – k
u
); v-й эëеìент стоëбöа –S

T
f иìеет

виä – f(k – 1)sin (k – k
u
), v-й эëеìент

стоëбöа –C
T
f соответственно – f(k – 1) Ѕ

Ѕ cos (k – k
u
).

Эëеìенты ìатриöы M и вектора v
y
 систеìы

уравнений (12) вы÷исëяþтся по изìеряеìыì вхоäу

и выхоäу объекта (1). Вектор v
f
 неизвестен, так как

f(k – 1) не изìеряется. Поэтоìу оöенку  вектора

ωi

ωi 1 n,

k k
u

=

k
u

N 1–+

∑ ωi

v 1=

n

∑
k k

u
=

k
u

N 1–+

∑ ωi

v 1=

n

∑
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параìетров объекта буäеì искатü на основе урав-
нения

M(N )  = v
y
(N ). (14)

О÷евиäно, ÷то реøение  = M –1
v
y
 посëеäнеãо

существует, есëи detM ≠ 0 и совпаäает с истинныì
зна÷ениеì q при v

f
 = 0.

Утверждение 1. Если внешнее возмущение строго
ФФ-фильтруемо, то при N → × матричное уравне-
ние (14) сходится к системе 2n уравнений (10). �

Доказатеëüство привеäено в Приëожении.
Аëãоритì иäентификаöии состоит из сëеäуþ-

щих операöий.
1.Форìируеì ìатриöу M(N ) и вектор v

y
(N ) сис-

теìы (13) äëя кажäоãо N, N = 1, 2, ...
2.Реøая систеìу ëинейных уравнений (14), вы-

÷исëяеì оöенки q(N ) äëя кажäоãо N, N = 1, 2, ...

4. ÏÐÈÌÅÐ

Пустü иìеется поëностüþ управëяеìый асиìп-
тоти÷ески устой÷ивый объект, описываеìый раз-
ностныì уравнениеì

y(k) – 2,937y(k – 1) + 2,877y(k – 2) –

– 0,940y(k – 3) = –9,712•10–5
u(k – 1) +

+ 5,235•10–6
u(k –2) + 9,674•10–5

u(k – 3) +

+ 8,205•10–7
f(k – 1) + 3,231•10–6

f(k – 2) +

+ 7,954•10–7
f(k – 3),  k = , (15)

с возìущениеì f(k) = sign(sin0,0275k).
На вхоä объекта поäается испытатеëüный сиãнаë

u(k) = 3(sin0,002k + sin0,01k + sin0,05k). 

Заäа÷а состоит в тоì, ÷тобы по известныì (по-
ëу÷енныì в резуëüтате ìоäеëирования уравнения
(15)) зна÷енияì y(k) и u(k) найти оöенки коэффи-
öиентов переäато÷ной функöии объекта.

Примечание 1. Разностное уравнение (15) со-
ответствует äифференöиаëüноìу уравнениþ [12]

+ 6,2  + 26,2  + 5y = – 2  + 5u + f и поëу÷ено
путеì äискретизаöии посëеäнеãо с интерваëоì
äискретности h = 0,01 с. Дëя сравнения резуëüта-
тов иäентификаöии с коэффиöиентаìи переäато÷-
ной функöии

w(s) = 

äискретное описание объекта преобразуется к не-
прерывноìу. �

Чисëенные экспериìенты провоäиëисü в сис-
теìе MATLAB.

Первый эксперимент. Пустü на÷аëüные усëовия
y(0) = y(–1) = 0 и y(–2) = 1. Переäато÷ная функ-
öия иäентифиöированноãо объекта при N = 75
иìеет виä:

(s) = .

Второй эксперимент. Испоëüзуеì при тех же
на÷аëüных усëовиях стати÷еский аëãоритì иäен-
тификаöии из п. 2.2. Переäато÷ная функöия иäен-
тифиöированноãо объекта при N = 75 иìеет виä:

(s) = .

Примечание 2. То÷ностü иäентификаöии в
первоì экспериìенте с поìощüþ стати÷ескоãо
аëãоритìа äостиãается при N = 94 500 (при этоì
прихоäится жäатü 31,5 с, пока «успокоится» пере-
хоäный проöесс). Переäато÷ная функöия в этоì
сëу÷ае иìеет виä

(s) = .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В этой работе построен äинаìи÷еский аëãо-
ритì коне÷но-÷астотной иäентификаöии. Он поз-
воëяет поëу÷атü боëее высокуþ то÷ностü иäенти-
фикаöии в сëу÷ае, коãäа в реøении уравнения
объекта äоìинирует коìпонента y

x
(k), зависящая

от на÷аëüных усëовий. Есëи в реøении äоìиниру-
ет коìпонента y

f
(k), то то÷ностü резуëüтатов иäен-

тификаöии, поëу÷енных стати÷ескиì и äинаìи-
÷ескиì аëãоритìаìи, бëизка.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я 1. Ввеäеì
функöии

c
•

( , N ) ≅ •(k) ,

( , N) ≅ •(k – v) ,  i, v = , 

зна÷ок • в опреäеëении которых испоëüзуется äëя коì-
пактности как оäин из трех сиìвоëов (y, u ëибо f ).

Эти функöии связаны как

( , N ) = c
•

( , N )  + ( , N ), (П1)

q
ˆ

q
ˆ

1 N,

y··· y·· y· u·

2s– 5+

s
3

6,2s
2

26,2s 5+ + +
------------------------------------------------------

wˆ
6,01– 10

3–
s
2⋅ 1,937s– 4,905+

s
3

6,1995s
2

26,198s 4,983+ + +
----------------------------------------------------------------------------------

wˆ
566,74s

2
217s– 114,8+

s
3

2,947s
2

4,142s 0,2298+ + +
------------------------------------------------------------------------------

wˆ
0,01598s

2
2,083s– 5,197+

s
3

6,354s
2

27,17s 5,209+ + +
---------------------------------------------------------------------------

ωi

k k
u

=

k
u

N 1–+

∑ e
jω

i
k k

u
–( )–

c
•

v( ) ωi

k k
u

=

k
u

N 1–+

∑ e
jω

i
k k

u
–( )–

1 n,

c
•

v( ) ωi ωi e
jω

i
v–

δ
•

v( ) ωi

pb409.fm  Page 6  Friday, July 10, 2009  10:18 AM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

7ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 4 • 2009

ãäе

( , N ) •(k – v)  –

– •(k – v) ,  i, v = .

Преобразованная с у÷етоì форìуëы Эйëера систе-
ìа (11) в этих обозна÷ениях приìет виä

c
y
( , N ) + d

n – v
( , N ) =

= b
n – v

( , N ) + ( , N ),  i = . (П2)

Обозна÷иì

w
(N )( ) = ,  ( ) = ,

( ) = ,  ( ) = ,

( ) = . (П3)

Систеìа (П2) с у÷етоì выражения (П1) в обозна÷е-
ниях (П3) приìет виä

–w
(N)( ) (  + ( ))d

n – v
 +

+ (  + ( ))b
n – v

 = w(N)( ) –

– ( )(  + ( )),  i = . (П4)

Выпиøеì уравнение (10) с у÷етоì форìуë (4) и (9):

–w( ) d
n – v

 + b
n – v

 = w( ),

i = . (П5)

Нетруäно виäетü, ÷то уравнения (П4) и (П5) совпа-
äаþт, есëи

(a) w
(N)( ) = w( ),

(b) ( ) = 0,

(c) ( ) = 0,

(d) ( ) = 0 и

(e) ( ) < ×.

Доказатеëüство кажäоãо из этих соотноøений на÷и-
нается с инäекса, обозна÷аþщеãо это соотноøение.

(a) Поäставиì выражение (6) в форìуëу äëя

c
y
( , N):

c
y
( , N ) = y(k)  =

= c
yx
( , N ) + c

yu
( , N ) + c

yf
( , N ),  i = .

В сиëу асиìптоти÷еской устой÷ивости объекта иìееì

 = y
x
(k)  = 0,

i = ,

а в сиëу строãой ФФ-фиëüтруеìости внеøнеãо возìу-
щения соответственно

 = y
f
(k)  = 0,

i = . 

Нетруäно виäетü, ÷то

 = y
u
(k)  =

= ρ
i

 +

+ ρ
v

.

Анаëоãи÷но, ìожно показатü, ÷то

 =  +

+ .

Такиì образоì,

w
(N)( ) =  =  =

= ρ
i

/  = α
i
 + jβ

i
 = w( ),  i = .

(b) В сиëу строãой ФФ-фиëüтруеìости функöия

c
f
( , N ), i =  оãрани÷ена и сëеäоватеëüно

( ) =  =

=  = 0,  i = .

δ
•

v( ) ωi

k k
u

=

k
u

v 1–+

∑ e
jω

i
k k

u
–( )–

k k
u

N+=

k
u

N v 1–+ +

∑ e
jω

i
k k

u
–( )–

1 n,

ωi

v 1=

n

∑ cy
v( ) ωi

v 1=

n

∑ cu
v( ) ωi cf

1( ) ωi 1 n,

e
jω

i
cy ωi N,( )

cu ωi N,( )
----------------------- wf

N( )
e
jω

i
cf ωi N,( )

cu ωi N,( )
-----------------------

δd v,
N( )

e
jω

i
δy

v( ) ωi N,( )

cy ωi N,( )
--------------------------- δb v,

N( )
e
jω

i
δu

v( ) ωi N,( )

cu ωi N,( )
---------------------------

δm 1,

N( )
e
jω

i
δf

1( ) ωi N,( )

cf ωi N,( )
---------------------------

e
jω

i

v 1=

n

∑ e
jω

i
v–

δd v,
N( )

e
jω

i

v 1=

n

∑ e
jω

i
v–

δb v,
N( )

e
jω

i e
jω

i

wf
N( )

e
jω

i e
j– ω

i δm 1,

N( )
e
jω

i 1 n,

e
jω

i

v 1=

n

∑ e
jω

i
v–

v 1=

n

∑ e
jω

i
v–

e
jω

i

1 n,

N ∞→
lim e

jω
i e

jω
i

N ∞→
lim wf

N( )
e
jω

i

N ∞→
lim δd v,

N( )
e
jω

i

N ∞→
lim δb v,

N( )
e
jω

i

N ∞→
lim δm 1,

N( )
e
jω

i

ωi

ωi

k k
u

=

k
u

N 1–+

∑ e
jω

i
k k

u
–( )–

ωi ωi ωi 1 n,

N ∞→
lim

cyx ωi N,( )

N
--------------------------

N ∞→
lim 1

N
----

k k
u

=

k
u

N 1–+

∑ e
jω

i
k k

u
–( )–

1 n,

N ∞→
lim

cyf ωi N,( )

N
-------------------------

N ∞→
lim 1
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k k
u
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k
u

N 1–+

∑ e
jω

i
k k

u
–( )–

1 n,

cyu ωi N,( )

N
--------------------------

1
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k k
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k
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jω

i
k k
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-----------------

βi jαi+

2N
------------------

e
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–
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--------------------------⋅+
⎝ ⎠
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⎜ ⎟
⎛ ⎞

v 1=
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n

∑
βv jαv–

2N
-------------------

e
j ω

v
ω
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–( )N
1–

e
j ω

v
ω
i

–( )
1–
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2N
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v
ω
i
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ω
i

+( )
1–

------------------------------------⋅+
⎝ ⎠
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⎛ ⎞

cu ωi N,( )

N
-----------------------
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----- 1 1

N
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e
j2ω
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i
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⎛ ⎞
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cy ωi N,( )
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N ∞→
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cyu ωi N,( )/N
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ωi 1 n,

N ∞→
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(c) Преäеëüное равенство

( ) =  =

= ,

i, v = .

В сиëу асиìптоти÷еской устой÷ивости объекта (1):

 = (y
x
(k – v) –

– y
x
(N + k – v) ) = 0,  i, v = .

В сиëу ФФ-фиëüтруеìости внеøнеãо возìущения:

 = (y
f
(k – v) –

– y
f
(N + k – v) ) = 0,  i, v = .

Из оãрани÷енности функöии

( , N ) = (y
u
(k – v) –

– y
u
(N + k – v) ),  i, v = ,

сëеäует

( ) =  = 0,  i, v = .

(d) Из оãрани÷енности функöии ( , N) сëеäует:

( )= =  = 0,

i, v = .

(e) Из оãрани÷енности функöии ( , N ) = f(k
u
 –

– 1) – f(k
u
 + N – 1) , i = , сëеäует:

( ) ( ) =  =

=  = 0,  i = . 

Утвержäение 1, такиì образоì, äоказано.
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–( )–

e
jω

i
N–

1 n,

δyu
v( ) ωi

k k
u

=

k
u

v 1–+

∑ e
jω

i
k k

u
–( )–

e
jω

i
N–

1 n,

N ∞→
lim δd v,

N( )
e
jω

i

N ∞→
lim

δyu
v( ) ωi N,( )/N

cyu ωi N,( )/N
----------------------------------- 1 n,

δu
v( ) ωi

N ∞→
lim δb v,

N( )
e
jω

i

N ∞→
lim

δu
v( ) ωi N,( )

cu ωi N,( )
---------------------------

N ∞→
lim

δu
v( ) ωi N,( )/N

cu ωi N,( )/N
-----------------------------------

1 n,

δf
1( ) ωi

e
jω

i
N–

1 n,

N ∞→
lim wf

N( )
e
jω

i δm 1,

N( )
e
jω

i

N ∞→
lim

δf
1( ) ωi N,( )

cu ωi N,( )
---------------------------

N ∞→
lim

δf
1( ) ωi N,( )/N

cu ωi N,( )/N
----------------------------------- 1 n,

Âíèìàíèå!
Íàø íîâûé àäðåñ â Èíòåðíåòå: http://pu.mtas.ru
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