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Введение 
 
В работе предложены процедуры синтеза линейных многомерных систем заданной 

точности при действии ограниченных детерминированных кусочно-непрерывных внешних 
возмущений, разложимых в ряд Фурье, сумма абсолютных значений амплитуд гармоник 
которых ограничена известным числом (для каждой компоненты возмущения). Точность 
оценивается максимумом отклонения каждой регулируемой переменной объекта управле-
ния от нуля в установившемся режиме. В качестве математического инструментария ис-
пользуются процедуры LQ- и Н∞-оптимизации. Решение опирается на частотные матрич-
ные неравенства для передаточной матрицы замкнутой системы (от внешнего возмущения 
к регулируемым переменным), которые имеют место для данных процедур синтеза. При-
ведены аналитические выражения для выбора коэффициентов весовых матриц соответст-
вующих квадратичных функционалов оптимизации. 
 

1. Постановка задачи 
 

Рассмотрим линейный стационарный объект, описываемый уравнениями состояния 
,,, 2121 xCyxCzuBwBAxx ==++=&  (1) 

где nRx∈  – вектор состояния объекта, mRu∈  – вектор управления, 1mRz∈  – вектор 
регулируемых переменных, 2mRy∈  – вектор измеряемых переменных, μRw∈  – вектор 
внешних неизмеряемых возмущений. Постоянные числовые матрицы A, B1, B2, C1, C2 
известны. Пара матриц ),( 2BA  предполагается управляемой, а пары ),( 1 AC  и ),( 2 AC – 
наблюдаемыми.  

Компоненты вектора внешних возмущений кусочно-непрерывные функции, разложимые в ряд 
Фурье (с неизвестными амплитудами ikw , начальными фазами ikψ  и частотами kω ). 
Предполагается, что сумма модулей амплитуд каждой компоненты внешнего 
возмущения ограничена ( *

iw  – заданные числа) 

∑∞

=
=+⋅=

1
1)sin()(

k ikkiki .,i,twtw μψω , μ,1,*
1

=≤∑∞

=
iww ik ik . (2) 

В качестве регулятора будем рассматривать линейную стационарную систему, 
описываемую уравнениями состояния 

,, yDxCuyBxAx ccccccc +=+=&  (3) 
где cn

c Rx ∈  – вектор состояния регулятора, а cccc DCBA ,,, – неизвестные матрицы 
регулятора. 

Определим установившиеся ошибки по регулируемым переменным и 
установившиеся значения управлений соотношениями 

)(suplim, tzz i
t

sti
∞→

= , 1,1 mi = , )(suplim, tuu itsti ∞→
= , mi ,1= . (4) 
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Задача 1. Найти стабилизирующий регулятор такой, что ошибки регулирования 
замкнутой системы (1), (3) при действии возмущений из класса (2) удовлетворяли тре-
бованиям ,,1, 1

*
, mizz isti =≤  где *

iz  – заданные положительные числа. 
 

2. Вспомогательные результаты 
 
Рассмотрим случай измеряемого вектора состояния (C2=I, I – единичная матрица), 

когда управления и внешние возмущения приложены в одной точке (B1=B2, μ=m, 
m2=n). Тогда уравнения объекта (1) можно записать в следующем виде: 

xyxCzuwBAxx ==++= ,),( 12& . (5) 
Известно [1], что для объекта (5) закон управления 

,, 2
1 PBRKKxu T−−==  (6) 

где симметрическая неотрицательно определенная матрица 0≥= TPP  удовлетворяет 
матричному уравнению Риккати 

,QCCPBRPBPAPA TT-T
112

1
2 −=−+  (7) 

доставляет минимум квадратичному функционалу качества dtRuuQzzJ TT
u
∫
∞ += 0 )(min  

(при w=0 в (5)), где Q и R – симметрические положительно определенные весовые 
матрицы, выбираемые проектировщиком. 

Определим передаточные матрицы замкнутой LQ-оптимальной системы (5), (6), (7) 
KBAABAsICsTBAsIKsT clclzwcluw 22

1
12

1 ,)()(,)()( +=−=−= −− , (8) 
первая из которых связывает вектор управляющих воздействий u, а вторая – вектор 
регулируемых переменных z с вектором внешних возмущений w. Имеет место [1] 

Теорема 1. Передаточные матрицы (8) оптимальной системы (5)-(7) удовлетворяют 
следующим матричным неравенствам: 

,)()( RjQTjT zw
T

zw ≤− ωω ),0[,0,,4)()( ∞∈ω>=≤ωω− rrIRIjTjT uw
T
uw . (9) 

Если симметрическая неотрицательно определенная матрица 0≥= TPP  закона 
управления (6) для объекта (1) удовлетворяет матричному уравнению Лурье-Риккати [2] 

,QCCPBPBPBRPA-PBPA TTT-T
1111

2
2

1
2 −=++ −γ  (10) 

то закон управления (6) является оптимальным в смысле следующего минимаксного 
квадратичного функционала Н∞-оптимизации dtwwRuuQzzJ TTT

wu
∫
∞ γ−+= 0

2 )(maxmin , 

где минимум берется по всем ),0[2 ∞∈Lu , а максимум по всем ),0[2 ∞∈Lw , γ  – 
заданное или минимизируемое число. 

Поскольку у объекта (1) в общем случае 21 BB ≠ , то переопределим передаточные 
матрицы замкнутой системы (1), (6), (10)  

,)()(,)()( 1
1

11
1 BAsICsTBAsIKsT clzwcluw

−− −=−=  (11) 
которые связывают внешнее возмущение w с вектором управления u и вектором 
регулируемых переменных z соответственно. Имеет место [3] 

Теорема 2. Передаточные матрицы (11) оптимальной системы (1), (6), (10) 
удовлетворяют частотному матричному неравенству: 

).,0[,)()()()( 2 ∞∈ωγ≤ωω−+ωω− IjRTjTjQTjT uw
T
uwzw

T
zw  (12) 
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3. Основная лемма 
 
Сформулируем теперь важное утверждение, на котором базируются главные 

утверждения работы.  
Пусть wzT  – произвольная ( kr × ) устойчивая передаточная матрица, связывающая 

некоторый вектор выходных переменных z  с вектором входных воздействий w  из 
класса (2) (с заменой размерности μ на k) wjT wz )(z ω= , которая удовлетворяет 

частотному матричному неравенству ),0[,)()( ∞∈ω≤ωω− RjTQjT wz
T
wz .  

Здесь ]diag[ 21 rq...,,q,qQ =  и ]diag[ 21 kr...,,r,rR =  – некоторые положительно 
определенные диагональные матрицы соответствующих размеров. 

Лемма 1. Пусть выполнено частотное неравенство ,)()( RjTQjT wz
T
wz ≤− ωω  

),0[ ∞∈ω . Тогда установившиеся значения выходных переменных устойчивой системы 

wjT wz )(z ω=  при действии входного сигнала из класса (2) удовлетворяют 

неравенствам ),1(k

j
*

, riwrzq jjstii =≤ ∑ , где *
jw  – границы компонент внешних 

возмущений из правых частей аналогов вторых неравенств (2) для возмущения w . 
 

4. Синтез регуляторов по состоянию 
 
Целью этого раздела является решение задачи 1, когда полный вектор состояния 

доступен измерению, а для построения регулятора используются техники LQ и Н∞-
оптимизации. Все утверждения этого раздела работы являются прямыми следствиями 
частотных неравенств раздела 2. 

Для регуляторов по состоянию на основе процедур LQ-оптимизации справедливо 
следующее утверждение 

Теорема 3. Установившиеся значения регулируемых переменных (ошибок регули-
рования) системы (5)-(7) при действии кусочно-непрерывных возмущений (2) в случае 
диагональных весовых матриц Q и R квадратичного критерия качества и установив-
шиеся значения управляющих воздействий при фиксированных R=rI, r>0 и Q>0 (не-
обязательно диагональной) ограничены соотношениями:  

),1( 1
*

, miwrzq
j jjstii =≤ ∑μ , ),,1(2 *

, miwu
j jsti =≤ ∑μ  

где iq  и jr  – элементы диагональных весовых матриц Q и R, *
jw  границы компонент 

внешних возмущений из правых частей вторых неравенств (2)). 
Следствие 1. Закон управления (6), (7) разрешает задачу 1 для объекта (5), если 

элементы диагональных весовых матриц Q и R квадратичного критерия качества удов-
летворяют условиям 

( ) ),1(1),,1()( 1
2*2* mjrmizwq jij ji ==== ∑μ . 

Действительно, в силу следствия 1 из первого неравенства теоремы 1 вытекает нера-
венство 1*

, ≤iist zz , откуда следует условие задачи 1. 

Подчеркнем, что закон управления (6), (7) и ),,1(2 *
, miwu

j jsti =≤ ∑μ  позволяет 

обеспечить сколь угодно высокую точность управления (числа *
iz  - любые), независимо 
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от частот kω  внешнего возмущения (t)wi  из (2). Кроме того, очевидно, что любая из 
переменных состояния (в этом случае xz =  ( nmIC == 11 , )) может быть сделана 
сколь угодно малой в установившемся режиме, если внешние возмущения и управле-
ния приложены в одной точке ( 21 BB = ).  

Рассмотрим регуляторы по состоянию, построенных на основе процедур Н∞-
оптимизации. 

Из неравенства (12) вытекают очевидные неравенства 
,)()( 2 IjQTjT zw

T
zw γ≤ωω−  ,)()( 2 IjRTjT uw

T
uw γ≤ωω−  ),0[ ∞∈ω . (13) 

Из этих неравенств, с учетом леммы 1, придем к следующему результату. 
Теорема 4. Установившиеся значения регулируемых переменных (ошибок регули-

рования) системы (1), (6), (10) при действии кусочно-непрерывных возмущений (2), (3) 
в случае диагональной весовой матрицы Q минимаксного квадратичного функционала 
Н∞-оптимизации и установившиеся значения управляющих воздействий при диаго-
нальной весовой матрице R удовлетворяют неравенствам 

,,1, 1
*

, miwzq
j jstii =≤ ∑μγ  ,,1,*

, miwur
j jstii =≤ ∑μγ  

где iq  и jr  – элементы диагональных весовых матриц Q и R, *
jw  – границы компонент 

внешних возмущений из правых частей вторых неравенств (2). 
Следствие 2. Если элементы диагональных весовых матриц Q и R минимаксного 

квадратичного функционала Н∞-оптимизации удовлетворяют условиям 

( ) ( ) ( ) ( ) ),,1(),,1( 2*2*
1

2*2* miuwrmizwq ij jiij ji ==== ∑∑ μμ  

то закон управления (6), (10) обеспечивает выполнение неравенств: ),,1( 1
*

, mizz isti =≤ γ  

),1(*
, miuu isti =≤ γ . Очевидно, если 1≤γ , то задача 1 решена. 
Предложенная техника легко обобщается на случай регуляторов по измеряемому 

выходу. 
Эффективность предложенного метода синтеза регуляторов продемонстрирована 

на примере построения регулятора электромеханической системы. 
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